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Le rette dello spazio a quattro dimeosionl si possono rappresentare analiti- 
camente con dieci coordinate omogenee r,^(f ,k=l, 2, . . . 5 ; Tf^ = — rjn) legate 
da alcune relazioni quadratiche (cbe si ridacono a tre indipendenti) {'). E con- 
siderando le r^ come coordinate proiettive omogenee di punto in ano spazio Sg , 
le OD* rette di S^ banco per immagini in questo spazio 1 ponti di una varietà a 
6 dimensioni del 6o ordine, a ctirre sezioni ellitticbe {*). 

Qaalnnqne sistema a>^ di rette dello spazio 8^ avr& a sna volta come im- 
magine una varietà H„ contenuta nella M', Buddetu. In un lavoro recente {') ìo 



(') Le questioni fondamentali riguardanti la geometria della retta nello spazio 
a quattro dimensioni foroso trattate dal Sig. Castelnaovo nella Memoria; Si- 
cerehe di geometria dtUa ratta neilo spazio a quattro dimentiotrì. (Atti Ist. Ven., 
ser. 11, voi. Tn ; 1891). 

(*) Perchè sei complessi lineari di rette hanno in generale b elementi a comune 
(Castelnuovo, Hem. cit-, p. 46), e la rigata di &'> ordine intersezione generale 
di 5 complessi lineari è di genere 1 (ciò segue pure da qaanto è detto nella stessa 
liem. oit-, n. 10}. 

{') Atti della R. Acc. dì Torino, voi. 39» ; 1904. 
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Ilo stadiata quella saperficie che b immagine del sistema oc* d! rette contenuto 
in una varietà cubica di S^ priva di punti doppi. E in quest'occneione mi sono 
pnre domandato quale eia la varietà M, immagine del sistema co' di rette con- 
tenuto in una qnadrìca non degenere di S^. 

A tale questione viene risposto nella presente Nota. 

1. Determiniamo anzitutto l'ordine di questa U,. Esso sarà altresì l'ordine 
della rigata formata da quelle rette della data quadrica Q, che appartengono in 
pari tempo a duo complessi lineari: in particolare da quelle rette che si appog- 
giano a due piani assegnati. Ora questi due piani incontreranno la quadrica Q 
secondo coniche ; e per ogni punto di una di queste coniche passeranno due 
rette delta quadrica che si appoggiano anche all'altra conica Inelie sne interse- 
zioni collo spazio Sg tangente alla quadrica nel punto considerato). La rigata !n 
discorso verrà dunque generata da una corrispondenza (2 , 2) fra quelle coni- 
che; essa sarà perciò di S» ordine e di genere 1. La varietà H, di coi si tratta 
sarà pertanto di 8*» ordine; e si può anche affermare che le sue curve sezioni 
avranno il genere 1, perchè la curva immagine della rigata dianzi considerata 
non avrà in generale punti doppi, ossia sarà l'intersezione della M, con uno spa- 
zio 8^ non tangente ad essa; sicché il suo genere sarà quello atesso della curva 
sezione pijt generale. 

La varietà a tre dimensioni immagine del aiitema di rette contenuto in una 
quadrica non degenere di S^ è di 8o ardine, a curve sezioni ellittiche. 

2. La varietà M*b sopra conMiderata appartiene allo spazio Sj, ossia II si- 
stema oc* delle rette giacenti sulla data quadrica Q (sistema ohe d'ora In poi 
indicheremo brevemente con r) non è contenuto in alcun complesso lineare. In- 
fatti lo spazio polare di un punto qualunque di quella quadrica rispetto a un 
tale complesso (se uno ve ne fosse) non potrebbe essere che lo spazio tangente 
alla quadrica in quel medesimo punto; e questi spazi tangenti dovrebbero allora 
passare tutti per un medesimo punto — il centro del complesso — , il che non 
avviene. — Il sistema r 6 però contenuto in infiniti complessi quadratici; p. e. 
in tutti quelli composti delle rette di S^ che si appoggiano a una sezione iper> 
piana della quadrica Q, come anche nel complesso di tutte le tangenti di questa 
quadrica. Riservandoci di determinare in seguito (cfr. n. 5) la dimensione del 
sistema lineare formato da tutti 1 complessi quadratici che contengono il sistema 
di rette r, ci limiteremo qui a osservare che quest'ultimo sistema potrà ottenersi 
in infiniti modi come intersezione parziale di tre complessi quadratici. Ad es., 
se si indicano con Vi ,ii^ ,v^ tre quadrlche sezioni di () con spazi S, presi nel 
modo pib generale, i complessi quadratici formati'dalle rette di S^ che si appog- 
giano riapett. a queste tre soperfloie avranno a comune : 

1,0 il sistema P; 

2.0 i tre aietemi od> formati da quelle rette che si appoggiano a una delle 
tre superficie ^ e alla conica intersezione' delle due rimanenti (sistemi che hanno 
per Immagini varietà del lOe ordine) ; 

3.0 le due stelle oc' cbe hanno per centri 1 due punti comuni alle tre m- 
perflcie y.. 
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3. Il SIg. Sorlqnes h» gift da tempo classificate dal ponto di vista pro- 
iettivo mite le varietà a tre dimenaiODi a onrve Bezlooi iperellìttiche, e in par- 
ticolare anche ellittiche o razionali, che appartengono a nno spazio qnalnnqne 
S„ (*). Da questa olaseìflcazlone risalta che nna varietà K^, di 8g a carré sezioni 
ellittiche o è un cono, oppure b razionale e si paò rappreaentere snllo spazio &, 
in modo che alle sae sezioni Iperpiane corrispondano le od" qoadriohe di questo 
ultimo spazio. Ora la M^, immagine del nostro sistema di rette T non è certa- 
mente QD cono, perchè se no il sistema r dovrebbe comporsi di fasci di rette 
aventi un elemento a cornano. Perciò potremo concludere : 

La varietà M*, di Sg immàffine del aittema di rette contenuto in una qua- 
drica non degenere di 8^ è quella ete»sa che rappretenta il tiitema lineare oo' 
di tutte le quadriche dello spazio 8,. 

E potremo anche aggiungere: Il sietema od> di rette contenuto in una qua- 
driea non degenere dello spazio S^ è razionale e 8Ì può rappresentare sullo spa- 
zio S, in modo che alle congruenze sue interteeioni cogli oo' complessi lineari 
corrispondano le quadricke di quest'ultimo spazio. In questa rappresentazione 
alle 00* rette dello spazio S, corrisponderanno nel sistema r rigate incontrate da 
ogni complesso lineare secondo 2 generatrici, vale a dire rigate qaadriche (o 
coni quadrici). Lii proprietà nota che sulla ìi'g sopra considerata esistono sol- 
tanto curve di ordine pari trova la sua conferma nell'altra proprietà, pure nota, 
che sopra una quadrica non degenere di 8^ esistono solamente superficie , e in 
particolare superficie rigate, di ordine pari. 

i. La rappresentazione suaccennata del sistema di rett« r sullo spazio 8, sì 
pnò anche stabilire direttamente, nel modo che ora indicheremo. 

Due rette di una quadrica non degenere Q dello spazio S^ individuano sem- 
pre, secondo che sono sghembe o incidenti, una rigata quadrica o un cono qaa- 
drico di Q in cui sono entrambe contenute. B tre rette non appartenenti a una 
stessa schiera rigata o cono qnadrico hanno sempre sopra Q una a nna sola se- 
cante comune (che pnò essere in particolare una di esse). Se al indicano per- 
tanto con le OD* schiere rigate e coni qtiadrici contenuti in Q, e con £ le oo* 
congruenze formate dalle rette di Q che si appoggiano a una retta fissa (pure 
contenuta in Q), potremo dire che per due rette di Q passa sempre una e una 
sola ?, e per tre rette non appartenenti a una stessa a passa nna e una sola £. 
Viceversa, due congruenze 1 hanno a comune una o; e tre £ generiche hanno 
a comune una e una sola rotta. Brevemente, le rette della quadrica Q, le rigate 
e coni e, e le congruenze £ soddisfanno (senza eccezioni) a tutti 1 postulati fon- 
damentali dei punti, relte e piani nella geometria proiettiva dello spazio S, ; e 
perciò per quel medesimo sistema di enti varrà tutta quanta questa geometria. 
In particolare si potrà riferire proiettivamente il sistema a>' delle rette contenute 



(•j V. la Nota: Sui siatemi lineari di superficie algebriche ad intersezioni varia- 
bili iperellìttiche; Math. Ann., voi. 46, p. 179 e seg. V. anche due note precedenti 
nei Kendiconti della R. Acc. dei Lincei, ser. 5* voi. Ili ; maggio-giugno 1894. 
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nella qnadrica Q allo spazio 8, di pnntl ; si potr& doà Btabiiire fìra queste dne 
varietà oo* (e io a>^^ modi diversi) una corrispondenza btanivoca tale che alle 
congruenze Z corrispondano i piani dello spazio 8, , e quindi alle rigate 9 le 
rette di questo spazio. Qaesia rappresentazione del sisteina di rette r sallo spa- 
zio S, sarà appnnto quella di cai al n. prec. si era rioonoacinta la possibilità ; 
perchè alle od* congruenze segate sul sistema P dai compiessi lineari di 8^ , le 
qnnli con ogni rigata o hanno dne rette a comune, corrisponderanno in S, sn- 
perficie dì 2° ordine, e perciò il sistema lineare a>' di tutte le quadricha. 

Facendo corrispondere a ogni retta della quadrica Q la congruenza £ di cui 
essa è direttrice, si ha una corrispondenza che si rappresenta In S, secondo una 
reciprocità nulla. Di qui si vede che nella nostra rappresentazione at coni qua- 
drici della quadrica Q corriepondono rette di un complesso lineare, e a due ri- 
gate quadriche giacenti topra una medesima superficie di 2" ordine corrispondono 
rette coniugate rispetto a questo complesso. La proprietà nota che la geometria 
proiettiva di una quadrica non degenere dello spazio 8^ coincide con quella di 
un complesso lineare non speciale di Sj trova qai la sua conferma nel fatto che 
le rette di quella quadrica possono proprio considerarsi come punti di nuo spa- 
zio S,, nel quale i coni (e perciò i punti) della stessa quadrica rappresentano le 
rette di un complesso lineare (non speciale). 

5. Determiniamo ora il numero dei complessi quadratici di rette dello spa- 
zio S^ che passano per il sistema di retta r. 

I complessi quadratici di rette dello spazio B^ sono in numero di e»**. In- 
fatti sulla varietà U^g di 8, Immagine del sistema dì tutte le retta di S^ questi 
complessi saranno rappresentati dalle intersezioni di tale varietà colle quadriche 

del medesimo spazio S,. Ora le quadriche di Sg dipendono da -— = 54 parame- 
tri, e fra esse ve ne sono oo* che contengono l' intera varietà M'g sopra nominata (*); 
perciò il sistema lineare eh' esse segano sopra questa ìii\ avrà la dimensione 
5i-4~l=19. Gli oc" complessi quadratici segheranno poi sopra r un sistema lineare 
di congruenze couteoenta (totalmente) tutte le coppie di congruente segate dai com- 
plessi lineari, e al quale si vede perciò immediatamente ohe nella rappresenta- 
zione di r sullo spazio Sg deve corrispondere il sistema lineare di tutte le super- 
ficie del 1° ordine. Quel sistema avrà dunque, al pari di quest'ultimo, la diman- 
sione 31; e sarà perciò 49 — 34 - 1 = 14 la dimensione del sistema dei complessi 
quadratici passanti per P. 

II sistema di rette V è contenuto in un Hstema lineare o:" di complessi 
quadratici. 



(^) C a s t e 1 n u o V o, Uem. cìt., p. 4. Questo sistema lineare oc* è determinato 
dalle cinque quadriche *'| = 0, dove 

e iklmn è una qualsiasi permutazione dei numeri 1, 2, 3, 4, 6. 
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6. La varietà delle rette contenute in an cono g[uadrÌco di i' ap«ci» dello 
spazio 84 si spezza in dae eietemi od' distinti (?' , P"), secondo che qaeste rette 
stanno in plani dell'ano o dell'altro dei due sistemi od' contenuti nel cono me- 
desimo. Qaesli dae sistemi avranno a cornano Ih varietà od* di quelle loro rette 
cbe passano pel vertice del cono. 

Clascnno dei due sistemi V, T" ha per immagine ona varietà del i" ordine: 
poiché il cono proposto è incontrato da due piani generici secondo coniche, le 
quali dai piani di un determinato sistema del cono stesso vengono punteggiate 
proiettivamente ; sicché le rette sia di r* che di V" che si appoggiano a queste 
due coniche formeranno una rigata razionale del i» ordine. — Le dne varietà M*, 
immngini di r' e r'' appartengono a spazi 8g (poiché, come si verifica facilmente, 
tanto r' qnanlo T" sono contenuti in nna rete di complessi lineari, fra i quali 
00* sono singolari (')): esse sono varietà od* razionali normali di piani, e hanno 
a comane la loro unica rigata quadrìca direttrice {*), la quale sarà immagine del 
sistema delle oa* rette generatrici del cono proposto. 

7. Il sistema delle rette contenute in un cono quadrico di 2" specie dello 
spazio 8^ ha anche per immagine una varietà U*, di 8^, razionale normale e 
composta di od' piani; ma questa U*g 6 un cono, proiettante nna rigata razio- 
nale normale del 40 ordine con od' coniche direttrici. Lo spazio Sg a cui questa 
varietà appartiene incontra la Ì/L\ di S, immagine del sistema di tutte le rette 
di 6f secondo una Ì/L\ , immagine del sistema oo* di tutte le rette che si appog- 
^sno all'asse del cono quadrico proposto. 

Torino, aprile 1904. 



(') Gastelnuovo, Hem. cìt., p. 22 (caso IV). 

(*) Ctr. C. S e g r e : Sulte varietà normali a tre dimensioni compatte di sene 
Mtmpliei TOMionali di piani. (Atti della R. Acc. di Torino, voi. '21; 1885); capo II. 
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SULL'ESTENSIONE DEI TEOREMA DI DESARGUES 



Dott. ALPINOLO NATUCCI 



1. Il Prof. Castelnuovo definisce come gruppi osgociaii, dne gruppi co- 
etilDiti ciaBcnno da 2» elementi di una forma fondamentale di specie n -- 1, di 
cui il primo sia proieitivo al gruppo dei vertici, il secondo al gruppo delle fac- 
cie di due n-goni di un S„., , e cliiama omologhi due elementi che corrispon- 
dano a un vertice e alla faccia opposta in uno degli n— goni (',. 

Quando ciascun punto coincide coll'associato, in modo da divenire omologo 
a se stesBO, risulta un gruppo importante {gruppo autoaisociato) caratterizzato 
dalla proprietà die ogni quadrica passante per 2n— 1 punti di esso, passa anche 
per il rimanerne (*). 

Intorno a questi gruppi autoassociati si ha una serie di teoremi, che, per lo 
spazio ordinario si riducono a due, e per il piano all'unico teorema di D e s a r- 
g u e B : ne esporremo alcuni. 

'J.o < Dato in S„_, un gruppo autoassociato A, , Aj , ... , A,„ , le — - — cop- 

« pie dì elementi opposti (S, e S„_j) deir(«+l) -gono che ha per vertici n+1 dei 
* 2n punii, per es. A^ . , . A,,^, , tagliano l' iperpiano y dei pumi rimanenti, in 
« altrettante coppie di elementi corrispondonii in un sistema polare. Questo si- 
« sterna ha come autopolare 1' (m— l)-gono A„^j i ■ ■ • j Aj„ , ed è subordinato a 
« quello di S„_i , che è definito diille condizioni df avere l' n— gono (A, . . . A,) 
« come autopolare, e A„., come polo dell'iperpiano •(. » 

Consideriamo la totalità delle curve razionali normali circosoritie air(M+l)- 
gono {Aj , Aj , . . . , A„^,l , e facciamo corrisponderò in i;, a un S,_3 , il residuo 
punto d'intersezione della C„_, che l'ha per spazio {n-2)-secanie ; a un punto, 
\'S„^3 ("-2) -secante della curva definita dal punto stesso. 



(') Q. C a H t e I n u o v — "Su certi gruppi associati di punti „ n. 1. Rendi- 
conti del Ciro. Mat. dì Palermo, t. Ili, 1889. 
{») Ib. n. 14. 
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L& corrispondenza bianivoca che bI ottiene, è proiettiva, perchè se nn ponto 
descme an S,_3, lo spazio corrispondente ruota attorno a nn panto. Lo prove- 
remo col mostrare che, essendo A, a e B, ? due coppie di elementi corrispon- 
denti, se A e ^ si appartengono, anche Bea devono appartenersi. 

Siano C„_, , C'„.i le corvè del sistema, definite dal punto A e dal ponto B. 
Una qaadrlca che passi per i vertici dell' (n+l)-^ono e per altri n— 2 ponti di 
ciascnna dì qoeste corvè, le conterrà per intero, e polr& inoltre essere assogget- 
tata ad altre ~ condizioni lineari. 

Facendola passare per altrettanti ponti di ^, supposto che anche il ponto A 

si trovi in f, verrà ad avere in comone con questo spazio + 1 pnntl. 

Siccome le condizioni imposte si possono ritenere indipendenti, l' intersezione 
della qnadrica coll'iperpiano y, si scinderà nei dne spazi ^ e a, e il ponto B che 
devo appartenere a qoesta sezione, ma non a ^, apparterrà necessariamente ad a. 

Dimostrata cosi la proiettlvità della corrispondenza, possiamo osservarne 11 
carattere involotorio e conoladere che è nna polarità. 

Ci6 posto, se nn ponto F di -f, si trova sa una faccia delt'(n+l)-gono, per 
es. nella faccia (Aj , A, , . . , , A„_j) , la cnrva del sistema che passa per esso, 
si spezza in tina cnrva razionale normale posta nella Taccia, e nello spigolo op- 
posto À,A„4.,. 

Dell'fn— I)-gono antopolare ohe tale cnrva segna so •(, n--2 vertici si tro" 
vano oell' ìperpiano (A, , . . . , À„.,), l' altro so A„ À„^, , e questo dimostra la 
prima parte del teorema. 

L'(n— I)— gono (A„^j A,„] è aotopolare, perchè le n-1 corvè definite 

dai BOoi vertici, hanno le faccio opposte per spazi (n— 2) ~ secanti (>). 

Infine il sistema polare cosi ottennio, coincide con qoello subordinato al si- 
stema di S„_, che è definito dalle condizioni dell' enan eiato. 

Infatti in questo, come nel primo, alle traccio dello rette A,A„^, , A,A,^, ,... 
A„A„^., , corrispondono risp. le traode degli iperpianì AjAg ... A„ ; AjA, . . A„ ;... 
A, A, ... A„_, {»). 

3. < Dato ancora il grappo autoaasociato Aj ... A,„ , le faccio dell'(n+2)-gono 
« formato da n+2 punti qoalonqoe del gruppo, distribuite in coppie, in modo che 
■ le faccio di ciascnna contengano complessivamente tatti i vertici, segano rs„_, 
« dei ponti rimanenti, in coppie di 8,_i coniugati in on sistema polare, che ha 
e per (n-2)-goao aotopolare la Agora costituita da questi pnntl > (*). 



(!) Ib. n. 14. 

(*) Per n = 3 si ha il teorema di Desargaes. Per n = 4 si veda: B e 7 e. 
Geometria dì posizione. 3* Edizione.^ Lipsia^ 189 3. Parte 3* Applicazioni, p. 195. 

O Per n = S^sempre il teorema di Desargnes. Per n =: 4, nn altro teorema 
di B e ; e , 1. e. Parte 2^ Lezione 23*. 
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Siano A^ , A| , . . . , A„^, , A„^, i vertici deir(n+3)— gfono. Il iistema polare 
. di S,_j nel quale (A, . . . A^ è n— ^ono aatopolaro, e A„^, polo dell' iperpiana 
A„^f . . . A,„ , determina nell'S,^^ definito dai pnnti A„., . . . A,„ , uà sistema po- 
lare, nel qaale ]'(n-2)— gono dì qaestl punti è aatopolare, e gli spazi segati dalle 
coppie di faccia dell' (n+2)--gono, sono coningati. Infatti siano a=(Aj . . . A^.,) 
e ^={A^ . . . A„^,A„^,) le facete di noa coppia. Il polo di ^ nel Bietema polare 
di S„_, , Bì trova sa « che è l'iperpiano polare di A„ (panto di P), e neirs„_, 
considerato, ohe è spazio polare reciproco deirS,^A„+,A„4.,) posto in ^. 

4. Tatti gli altri teoremi che si hanno consideraodo figaro formate da mag- 
gior Damerò di panti, li tralasceremo senz'altro; noteremo però il eegaente: 

< Dato il medesimo grappo autoassoctato, le coppie di faccio opposte del 
« (2n-2)-gono cho ha per vertici i punti A, . . . A,„_, , (per es.), segano la retta 
«che unisce I dae punti rìmanentl nelle coppie di aQ'iDVolazìone, alla qaale ap- 
< partieno anche la coppia di questi punti » (V. nota (,% pag. precedente). 

Consideriamo il solito sistema polare di 8,^, e le due faccia del (2n-'2)-gono 
A, , A, ... A,^i ; A„ , A„^, ... A,^..,. Il polo della seconda si troya sulla prima e 



sulla retta A,^,A,„ ohe è lo spazio polare reciproco deir8„_j^A„n , A„„ , ... 

A,,.,). 

Le due faccia tagliano dunque la retta A2,^,A,„ in due ponti coniugati 
nel sistema polare snhordinato, ossia nall'involnzione, che si ha salla retta stessa, 
' e di cui i pnutE A^., , A,„ coatitaiscono una coppia. 

KIontecassiDo, 14 Luglio 1901. 
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SniXE DEFORMATE DELL' IPERBOLOIDE ROTONDO AD UNA FALDA 
E SD ALCUNE SUPERFICIE CHE SE NE DEDUCONO 



Oott. O. CHIEFFI 



Nel presante lavoro dimostro che, per ogni Buperfloie deformabile in guisa 
che le geodetiche di nn sistema si rettiUchino, le tangenti a queste lungo un'as- 
■itttodca qoalsiasi formano una superficie applicabile sulla superficie stessa, I 
punti dell' asslntotica cornane corrispondendo a sé stessi nell'applicabilità. Consi- 
dero poi il caso speciale delle deformate dell' iperboloide rotondo ad una falda 
e delle tangenti alle deformate delle generatrici rettilinee (di un sistema) lungo 
le assiatotiche; le rigate ohe cosi si ottengano hanno le linee di striugìmento su 
una saperficie di cai do alcune proprietà e«ratteri8ticbe e, insieme, una trasfor- 
mazione che permette di dedurne da una infinite altre, mercè l' integrasione di 
dae equazioni simultanee alle derivate parziali prime. 

1. Per definire una superficie rigaia (juaUiasi ('), indico con v l'arco della 
direttrice, misurato a partire da an punto fisso, con p, q, r le coordinate di que- 
sta in ftiDZione di v, con l, m, h i coseni direttori delle generatrici; i quali son 
pare determinate funzioni di v, e con » il valore algebrico del tratto di gene- 
ratrice ohe intercede tra il punto {p , q, r) della direttrice od un punto qna- 
Innqae della superficie. Pongo inoltre , indicando con apici le derivate rispetto 
a v: 

V* -(- m'* + »" = M» ; l'p' + m'q' + n'r' = N ; Ip' + m^' + nr' = cosO ; 

Dèi' inclinazione delle generatrici sulla direttrice. Quando per direttrice si as- 
Bome la linea di stringimento, è N = , e il quadrato dell'elemento lineare 6: 

du* + 2coB6dudt) -l- (M»w= + l)dv\ 



{») Bianchi — Qtom^ria diferenziale pag. ' 
TOL. ZUII. 
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Sia ora Sg nna saperAcie deformata di una snperficle rigata e ule che ]e 
deformate delle generatrici siano linee curve. La sua prima forma fondamen- 
tale, restando Immotati i parametri u e v, sarli sempre quella ora scritta; la se- 
conda sia: 

Dod«» + 2D'o d« dv + T>%dv* , 

in cui si sappone, dunque, Dg^=0. 

I primi quattro simboli di Ghristoffel rispetto alla prima forma fonda- 
mentale (1 soli che entrino nel calcoli ohe seguono) sono: 

sicché, indicando con fCg,^oi2« 1^ coordinate dei punti di Sg e con Xo,Ya,Zo 
i coseni direttori delle sue normali, sussìstono le relazioni: 



M'uocsJ 


f.1 


U>!> 


M'u' + sen'» ' 


M'i.' + Ben'S 



' 8^ 
I 8«' ° 



DA 



(o) 



dudv~ MV + BeD^S 8« '*' M»tt» + Ben»» 1 



con le analoghe per j/o e per eo- ^' equazione di G a q s s , iiiflne, dft: 

D„D"„-D^ = ^!!!E!?_. 

" " • M*«» -h 8en»S 

Prendiamo su ciascuna tangente alle u = cobI,, a partire dal punta di con- 
tatto , un segmento egaale a — u; gli estremi dì questi segmenti ai trovano su 
dì una superficie S, le coordinate cartesiane dei cui punti sono: 

aaso 5tf, feg 

Per costruire l'elemento lineare di S, deriviamo prima x , y q e rispetto ad u 
e a V, ^ poi, facendo uso delle (a) e dell' equazione di Gauss ne deduciamo: 

SO'-."' ' sUfé-.-.- ■• se©"-.-.--'. 

Bieche l'elemento lineare di S pad scriversi cosi: 

(6) d$' = (D^tl' + 2D',iill<i» + D V")»,»' + d«>. 
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Consideriamo snUa S ana carva 7 corrispondente ad an' assintotìoa di 8^ , 
tale, cioè, che Inngo essa i difFerenziali du, dv soddisfino all'equazione: 

Dfldu* + 2D'odudi; + D",di;> = 0. 

E!s8a è anche la linea secondo cnì la rig^ata delle tangenti alle v = cost. di 
8(1, lungo l'asBìntotica corrispondente, taglia la 8. Di questa rigata assumiamo 7 
a diretirice, e rignardiamo , tanto la coordinate dei ponti di 7 che i coseni di- 
rettori ^ I a~^ I ■3-^ "S^lls generatrici, come funzioni dell'arco ». di f. Dalla (61 
si ricava: ds, = dv, e quindi: 

f~ 2j\Su* dv'^dudv) ' 
e facendo uso delle (a) e dell'equazione di Oauee: 

ovvero, per l'Ipotesi fatta sulla 7: 

^1% = M». 
Allo stesso modo si ottiene: 

»~2jW«* d^'^B^f\d^di'^'h>/~ 

f ^^^ "^'du \M*w» + sen'6 rfw M*m* + sen*6 3w *^'/dcJ 

Dunque l'elemento lineare della superficie rigata è identico a quello di S^ 
cioè le due superficie sono applicabili V una suW altra in modo (per le ipotesi 
fatto in principio) che le generatrici della rigata cadono tulle v=coBt. di Sg e 
che l'assintotica comune corrisponde a si ateasa nelC applicahilità ('). 

Si osserverà che sulla 8 le v = cost. son bisettrici delle linee corrispon- 
denti alle assìntotiche di So- L'altro sistema di bisettrioi è dato dall'equazione 
differenziale: 

Dodu + D'ad« = 0; 



('> n Bianchi aveva dimostrato questo teorema pel caso particolare della 
deformate dell'elicoide rigato d'area minima. {Rendiconti dei Lincei 1894). 
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ma qnesta determina snila 8q le coniugate delle v = cost , dunque le svilappa- 
bili della congruenza delle tangenti alle v = coet. di Sq tagliano la S secondo 
le lìnee bisettrici di quelle corrispondenti alle assintoticbe di Sg. 

*2. Viceversa se una congruenza rettilinea ha un doppio itatema di rigate 
tutte applicabili tra loro e le due passanti per ciatcun raggio hanno i punti di 
ijuesto corrispondenti a sé tteeei neW applicabilità, etaa rìtulta delle tangenti alle 
geodetiche rettiflcaòili di una deformata di queste rigate. 

Indichiamo con ^ , iq , i i coseni direttori di ciascun raggio della congruen- 
za, e con a; , y , E le coordinate dei punti della superficie di partenza, che per 
semplicità supponiamo esser quella su cui trovansi le linee di stringimento delle 
rigate applicabili, sicché facendo corrisponder queste ai parametri u e v, si ha, 
con la notazione di Eamnier: 

X^ 8Ìdx „ ^ X'ól dx - V Si dx V ^5 3x . 

Foniamo inoltre: 

ed OBserriamo che ciascun raggio incontra sotto lo stesso angolo 6 te due curve 
coordinate passanti per esso, per modo che per le (e) si ha: 



1>Ì 



' Ve, senfl ' So~ Vg, sen 



, ecc. 



dalle quali si ricava facilmente: 

/*= VEG^8en6 8en2Q ; f = \/E^8en6sen2fl. 

Consideriamo ora una delle rigate t;=cost.', assumendo per direttrice la sua linea 
dt stringimento, il cui elemento d'arco ^i%du poniamo eguale a de, e indicando 
con t il tratto di generatrice che intercede tra il ponto centrale e un punto qaai- 
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siasi della soperflcie, il quadrato del aao elemento lineare b: 

dt* + 2 coBtìdido + (=- e» + 1) do*. 

Analogamente pel quadrato dell' elemento lineare di nna rigata u = oost. si ot- 
tiene 1' espressione: 

di» + 2eo89d(d5, + (q-''+ O^V- 

Se le due rigate sono applieabili, è: 

E Q 
K,°G, 

e posaiamo porre: VÉ^X^E^ , yJG = X*jGi, per cai si ha: 

/' = /" = X^EiG-, Ben98on2fl. 

Uno dei raggi Tocali della congraenza ha l'eapresBione: 

p, = -r- Ben t cot Ù 

e il quadrato dell'elemento lineare della BOperflcie focale corrispondente, riferito 
ai nuovi parametri: 

p, e t= VE,dtt+ VG^'if , 

assume la forma: 

dp,» + 2ooa9dp,dT + (X»p,*+ l)di*. 

Come si vede questa forma è la stessa di quella del quadrato dell'elemento 
lineare delle rigate u = oost. v = cost, e il teorema è dlmoatrato. 

3. Sapponlamo che la Sg del n." 1 sia applicabile sull' iperboloide rotondo 
ad una faida In modo che le v = cost. sì distendano sulle generatrici rettilinee 
di UD sistema e le u = coat. bui paralleli; la u = andrà sul circolo di gola. 



stante sar& U che per semplìcìlft poniamo eguale all'unità. Ciascuna rigata co- 
Btltuits dalle tangenti alle v = cost. , lungo un' assintotica , essendo applicabile 
sali' iperboloide rotondo ad una falda, arrA per linea di stringimento una curva 
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di Bertrand (') con le carratore legate dalla relazione: 

cos 6 sen 

+ = 1. 

P »■ 

Ora qaesle linee di atringiiiifinto si trovano, come s'è visto innanzi, sulla 
corrispondento superflcte S, dunque questa ha, nel caso che coneideriamo, un 
doppio sistema di liaee di Bertrand, e, in ogni punto, le due che vi pas- 
sano hanno in comune la generatrice della rigata applicabile sull' iperboloide. 
Ma qne&Ia retta, che per brevità indichiamo con g, è la parallela condotta dal 
punto della linea di Bertrand iilla binormalo della curva coiiiui^afa nel punto 
corrispondente \,*) dnnqne sulla S le dae linee di Bertrand che passano per 
ogni ponto hanno in comune il piano osculatore delle rispettive coniugate. 

Per il teorema del n," 2 possiamo affermare ohe se una superficie ha un 
doppio sistema di linee di Bertrand con gli stessi parametri, e in ciascun 
punto le due che vi passano hanno in comune la retta g, una delle faide focali 
doUa congruenza di queste rette è una deformata dell' iperboloide rotondo ad 
una falda. 

Nelle formole del n.^* 2 bisogna supporre allora, olire 6 costante, anche: 



E,! 



Di più le condizioni: 






che insieme all'equazione di Gauss per la sfera rappresentativa sono necessa- 
rie e sufRcienli perchè esista la congruenza ("> danno: 

(1) -^^—= —-- = - — cottì,/EGsen'2a, 

' cv cu 2 

e l'equazione di Gauss: 

1-2) Ì3._-L(s„tfi8en2Q{ JG ''i^ i- VÉ^Ì + — \/ÈGsen2Q(Ueoi*4sen*Q)=0. 
' ■ cuOv 2 \ ou àvj 2 



(1) Teorema di L a g u e r r e — (B i a n o h i I. e. pag. 222). 
l») B ioche — Comptes-rendua de l'Académie T. CVI, 1888. 
(»j C i t a r e 1 1 J — Le congruenze {Ann. ài Hat. 1899). . 
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4. Passiamo r studiare an motodo per dedurre da una Hoea di Bertrand 
con l'equazione: 

cos sen 6 _ 

tnflaite altre con gli stessi parametri, metodo che ci servirà poi per la trasfor- 
mazione della S. 

Sapponiamo die le coordinate x , y , t dei suol punti siano fanzioni del- 
l'arco t), che gli angoli che la tangente, la blnormale e la normale principale 
fanno con gli assi siano rispettivamente (a , ^ , y) ; ()^ > |t > v) i (; » i] i Oi i <^0' 
seni direttori della retta g saranno: 

Z = cosOoosa + senOcosÀ ; m = costoos^ f sentcos^x ; n = cosOcosf + senficosv . 

Da ciascan punto della curva conduciamo, nel piano normale alla retta g, 
cioè nel piano osculatore dalla coniugata, un raggio di lunghezza costante coso; 
indicando con 9 l'angolo (variabile con l'arco) che esso fa con la normale prin- 
cipale, il suo estremo avr& per coordinate: 

x,=x+ |— sen 6 sen f cosa -t- cos sen $ cos X + cos cp cos 6] coso 

con espressioni analoghe per y^ e s,. Ora ci domandiamo: & possibile determi- 
nare ? in modo che 1 raggi generino coi loro estremi una curva di Bertrand 
con gli stessi parametri di quella data e tale ohe la sua retta j; sia perpendico- 
lare in ogni pnnto al raggio corrispondente e inclinata dall' angolo — — sulla 

corrispondente g della data ? Neil' ipotesi affermativa indichiamo con li , mj , n, 
i coseni direttori della g della nuova curva, sicché abbiamo: 

I^ = (cosQcosa + sen(leoBX)aena + fsenOcosjcosa — cosOcosfcosX -H sonf co8«)cosc 

e analogamente pur m, ed n,; perchè cesa sìa di Bertrand con gli stessi pa- 
rametri della data son necessarie e safflclenti le seguenti condizioni: 

Facendo oso delle formole di F r e n e t si trova: 

VI r . /sen6 cos6\ , . ("sentì cosftx* , /l l NI 
2j^'t^l+[9*+^y —p+^^^9\—a T*/ +oOB*?(^-i-+^jJcos»(J- 

-af (p'senOcos? + ---"jcosa; 

S. r .. /sentì cos^N , . /sen» cosSy , / 1 l \1 , 
/,'»=8en»04-[?'«+2(^ —j<t+<ios»^{^— —) +sen»?(^-^+^jJ co8*o + 

/senO cosO A 
+2senQCO30cosf I + <f'ì 
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« la prima delle condizioni dà l'eqaazlone differenziale: 



[/BenS oobO\ I 1 
cos s coB f — Ben 1 I 1 • 



Esegaendo i calcoli per le altre due condizioni, st trova che cbbc bì riducono 
entrambe a qnasta equazione, dunque perchè la nuova curva soddisfi al proble- 
ma é necessario e sufficiente che « sia una soluzione della (d). È facile vedere 
che questa si può mettere sotto la forma di ficcati; danqae agi' influiti inte- 
grali particolari che si ottengono conrispondono infinite curve di Bertrand 
che tagliano omograficamente 1 cerchi di raggio coso descritti nei plani oscn- 
latorl delia curva coniugata col centro sui punti della curva data. 

Nel caso particolare di o = la trasformazione è eUta studiata dal D e m a r- 
1 r e b Cj; allora le curve di Bertrand che bì ottengono sono geodetiche della 
superficie dei cerchi e tagliano questi sotto l'angolo costante 6. 

Riguardo al caso di o = 6 facciamo le seguenti osservazioni. Le rette g della 
coniugata della curva data formano, come s' è visto , una superficie applicabile 
sull'iperboloide rotondo ad una falda. Le tangenti alle deformate delle genera- 
trici del secondo sistema lungo un' assintotica rettilinea formano au iperboloide 
rotondo il cu! circolo di gola di raggio cos6 ha il centro nel punto centrale 
della rigala ed è altnato net piano OBcalatore della curva data; sulla enporficie 
di qnesti cerchi le stesse tangenti, lungo le assintotiche curve, disegnano pel 
teorema del § 1, un sistema di curve di Bertand che son le stesse che si 
ottengono con la trasformazione studiata, nel caso particolare di 9 = 6. 

Se nella relazione tra le curvature di una linea di Bertrand si suppone 
6 = 0, questa si riduce ad un circolo stortoj la retta ^ è la tangente, e il piano 
osculatore della curva coningata ò quindi il plano normale, ^plicando anche 
a qncste curve la stessa trasformazione si dedurranno, per ogni valore di o, in- 
finiti circoli storti eitnati sulla superficie canale di raggio coso che ha per asse 
la curva data. Per ciascuna delle curve derivate, le tangenti saranno Inclinat» 



dell'angolo-- -a sulle tangenti nei punti corrispondenti della curva data e sa- 
ranno inoltre perpendicolari ai raggi det cerchi , quindi risulteranno inclinate 
dell' angolo a sulle tangenti ai cerclii stessi, e sì ha il risultato; 

Ogni superficie caaaU di raggio coso avente per asse un circolo stortù di 
raggio eguale all' unità ha, nelle traiettorie sotto l' angolo a delle sue caratteri- 
stiche, un sistema di circoli storti con lo stesso raggio (*). 

Dimostriamo ora un teorema che non riguarda la trasformazione che ab- 
biamo studiata. Esso si enancla: 

La superficie formata dalle rette g di una curva di Bertrand e quella 



(') Gomptes-renduB de l'Académie 1887. 

{') Questo risultato ò stato ottenuto per altra via dal B ianchi e da lui ri- 
portato nella sua '^ Geom. differenziale „ (p. 518, nota a pie di pagina). 



e bv Google 



formata dalla rette g della sua coniugata $ì trovano in tale posizione nello »pa- 
zio da formare le due falde focali di una medesima congruenza normale. 

Indichiamo cod ■^ la cnrva data e con ^ la BQperQcie delle sue rette g, con 
f' la coDiagata e con I' la saperficie delle sae rette g'. Salta £, le tangenti alle 
deformate dei paralleli dell' iperboloide rotondo, lungo nna generatrice, formano 
nn paraboloide ('; fisso nel triedro fondamentale della y ed avente il piano oaca- 
latore di questa per piano direttore. Queste tangenti si proiettano aa questo 
plano secondo le tangenti ad una parabola col vertice noi pnuto di f e col fuoco 
nel punto corrispondente di y. Dunque i piani condotti per g' (parallela alla b<- 
normale di y) avranno per Irnccie, sul piano direttore, i raggi uscenti dal fuoco 
della parabola, e, per una nota proprietà di questa curva, ciascan raggio incon 
trer& In tangente ad esso perpendicolare sulla tangente nel vertice. Se ne de- 
duce che ogni piano per g' è normale alla tangente di nna delle deformate dei 
paralleli della 8 nel punto di confatto e quindi è piano osculatore della geode- 
tica ortogonale a questa e passante per lo atesso punto di contatto; ma i piani 
per le g' inviluppano la S' stessa, dunque questa superficie d l' inviluppo dei 
piani osculatori delle deformate dei meridiani sulla S , cioè la 8 e la S' sono 
complementari V una dell' altra rispetto alle deformate dei meridiani dell' iper- 
boloide rotondo su cui sono applicabili. 

5. Torniamo ali' esame della saperfloie S del § S e della congruenza delle 
rette g delle sue linee coordinate. In ogni punto (u , v) della sfera rappresen- 
tativa di questa congruenza consideriamo II triedro trirettangolo formato dalla 
normale alla sfera e dalle bisettrici delle linee coordinate u , v ; i coseni di 
queste due ahimè direzioni indichiamo rispettivamente con (X, , Y, , Zj) e 
(X. , Y, , Z,). 

È noto (') nn grappo ài formole che esprimono le derivate parziali dei nove 
coseni di direzione in funzione dei coseni stessi e dei coetBcienti dell' elemento 
lineare sferico. Esse sono le segaentl: 

.'|^= ^/¥8enQX, + V^cosQX, ; -^ = - ^GsenCX, + VQcosQX, : 
(3) J^=-AX,-^/ÈsenOt ; ^ = BX,+ -JOìbdÙì; 



\ du ~ 



-VEcosQ? ; — -*=-BX, - VGoosQS: 



dove si è posto per abbreviare: 

, Sfl^ /e 1121 ao jol 



0) Cesàro — Geom. intrineeoa pag. 148. 
(■) Bianchi ]. e. pag. 265 
TOL. xun. 
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Ancbe le derivate parziali di x , y , z »ì possono esprimere, mercè qae- 
3te forinole, coi coseni stessi e coi coefficienti dell'elemento liaeare sferico, e 
si ha: 



(4) 



— =\'^ (- senO cosQ X, + sentì senQ X, + cob65) 

— - nTG {seno cosO X, 4 sene senQ X, + cosftg) 



con le analoghe per y e per z. 

Immaginando ora descritto, per ogni punto della S come centro, un cerchio 
dì raggio costante coso nel piatto normale alla retta g che vi passa , si hanno 
dne serie semplicemente infinite di superfìcie cerchiate (corrispondenti alle u=-co8t. 
e alle v=coBt. di S) e su ciascnna superficie un sistema di cnrve di Bertrand, 
giusta la trasformazione del § precedente. In ogni punto dei cerchi s'iaconlrano 
due di tali corvè ed hanno la retta g in comune. Vediamo se da questa con- 
gmenzs di curve di Bertrand è possibile staccarne una semplice infinità che 
generi nna superficie 8' dello stesso tipo della 8. All'uopo conduciamo da tatti 
i pnnti di questa un raggio di lunghezza coso, sltaato nel piano normale alla 
retta g, piano che per brevità Indichiamo con ic e che 6 parallelo al piano tan- 
gente della sfera rappresentativa nel punto corrispondente. La posizione di tal 
raggio la definiamo con gli angoli che esso fa con le direzioni (X, , T, , Z,) , 
(X, , Y, , Z,) ; indicando dunque con 9 1' angolo che eiso fa con la prima , i 
suoi coseni direttori saranno : 

X,cosf + X,Benf ; Ticosip + YgSenf ; Z|Cosf -f- Z^aenf 

e le coordinate del suo estremo, che indichiamo con a/, y' % e'; 

x' = se + (XjCostp + Xjseuf) coso, eoo. 

La retta g comune alle due curve di Bertrand ohe vi passano avrà per 
coseni direttori 

I' = seno^ + cOBa(— seuf Xj + cosf X,) , 

con espressioni analoghe per vi' e i'. 

Perchè la superficie 8' abbia per linee u = cost. « v= cost. delle linee di 
Bertrand con la g comune, occorre e basta che si verifichino le segaenti 
condizioni : 

^du Su ' USv Sv ~ ' 
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Calcoliamo qnindi le derivate parziali di x', y*, z' e £', i)', E', le quali, per 
le formolo (3) e (4) sì scrivono cosi : 



~= r-\^co89 - V E coso 8en(9 + Q)J6+ r-\/'Eflen6 cosfl - cososentpPlXi + 

-i- I \rK senO aenfi + coso cos? P JX, ; 

^= — VticosS— v'Gco»0 8en((p — a)]s + v'OBeoftcosO -coso bciitQ X, + 

+ I /Q 6on6 senfi + coso cosffQJX, ; 

-;^ = - v'È co89coe(7 + Q)-5 + I \'Esena8enfl - coascoscFFlXi + 

+ - ypE seno cosO - coso BcnfppJXj ; 

-^ = — \/Gcobo oosfip — Q)5 + I — i/Gseno senQ — cobo cosfQlx, 4 

+ WGseDOcosQ - cososeufQlx, , 
avendo posto, per abbreviare : 

3(9 -flj /e"j121 „„ „ J(<p+0) , /Gi12) 

Aualogbe espresBìoDÌ bÌ tianno per le derivate di y', z*, n' e <', 
Calcolando ^jlg") * 2j\'^~} > egaagliando e facendo le debite sempli- 
flcazioni, si oltieoe, per la !■ condizione : 

P = — 7 — f— co80 8on{» f Q) H-cosOl ' 

seno -I- senoL J 

Allo stesBo modo per la condizione / . ( -r— I =^^(7— )i troviamo: 

WG r 1 

Q = — coso 8en{'P - 0) - cos^ • 

senft-senoL J 
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Finalmente, soBlitnendo a F e Q i loro tbIofì, dopo aver osBervato cbe è 

■J-n] ."(senso = - cot9\/lE Ben*Q ; W— j JaenSa = - oot« ì/G^8en*Q, 
troviamo per 7 le due equazioni di condizione 



(6) 



/ Sfa — Q) — J^ r -t 

-.■ — - =— i/EcolftBen*!! i- ~coao3en{9 -t Q) + costì 

\ cu sentì + BenoL J 

[ . "^ . ^ "'^ ^' = Vg cottì sen*Q + — ^ [cobo Benf? - Q) - cobsI - 

* dv Bentì— aenoL J 



Queste condizioni cui ? deve soddisfare necessariamente, perchè la S' sìa 
dello stesso tipo della 8, sono altresì aufflcienli. Difatti sostituendo nelle esprcs- 

Sx' D(<f — Q) S(s + Q) 
Bloni di ^— ecc. a — , — v i valori dati da queste equazioni di con- 
dizione e calcolando E' ò O' troviamo : 

E r 1* 

E' = ; — 7 riì 1 + sentì Beno - costì coso senf» +0)1 , 

{sentì + seno)»L ^^ 'J 

G' = , — T ^— 7i|l — sentì Beno — costì cosffsenfw - 0)1 , 

(sentì -8eno)H " J 

e calcolando le somme VS'-r— e ? E'-^r- troviamo ancora: 

, ,§' -5— = — T fi + sentì seno - costì coso 8en{« + Q)l = Vitì' costì 

' ' du sentì -hsenoL • J 

\i' -5— -= — Il — sentì sena — costì coso sento - fl)l=Vtì' costì. 

^ ov sentì — eenoL J 

Vca:' di' X'dx' ci' 
Finalmenle il calcolo delle altre due somme /,-;r- ~r~ 1 Zjt— -5— > O"^ P«' 



brevità omettiamo, dà: 






Dunque per ogni valore di f dato dalle (5) son verificate le sei condizioni 
necessarie e sufficienti perchè la S' sia dello stesso tipo della S, e si ha il ri- 
sultato : data una superficie S ed un angolo costante (arbitrario, ma diverso 
da i e da te + i), ad ogni soluzione delle equazioni alle derivate parziali prime 
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(5) corrisponde una superficie 8' perfettamente determinata e tale che alle line» 
di Bertrand della S corrispondono su di essa linee di Bertrand con gli stessi 
parametri deUe prime. 

6. Dimostriamo cbe, Berapre supponendo Q soddisfacente all' equazione (2), 
la condizione d'inte^abilità per ie (5) è identicamente soddisfatta. All'aopo osser- 
viamo obe le (5) possono mettersi sotto la forma : 

3» . Ve r 1 

= A = — 1 - COBO senio + ) + coso I 

cu sen6 + senoL vt / j 



?I^R__^0 



-[ cosa Ben{9 ~ Q) — cos9 1 . 



Derivando la 1* di queste rispetto a v, la 2* rispetto ad u e sottraendo la 
1' derivata dalla 2» si ottiene, dopo le debite aempliflcazioni : 

g'if a»9 9B SK_ 



e per la <2), cbe equivale all'altra : 



00 ou 



9»9 _ a»9 

du Ov ~ dv su ' 

Perciò la soluzione generale f(u , v) delle (5) contiene una costante arbi- 
traria C, e possiamo affermare cbe per ogni valore di a sì hanno infinite super- 
ficie dello stesso tipo di S e distinte, corrispondenti agl'infiniti valori ctie si pos- 
sono attribuire alla costante C. 

Possiamo compendiare le (5) nell'equazione ai difi'erenziali totali : 

do = ì — ^ cotS Ben*a + — r — 1 - coso senf o + fl) + oosel + — ìdu + 

^ { sentì + sensi ^^ ' J 5u ) 

+ \ ^^G cotft sen'a + — ^[coso senf» — Q) - cosftl — — -fdp = , 

( senO - senoL i Sv ) 

e questa, ponendo 
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bÌ trasforma nell'altra, del tipo di Ri e o a r i ; 

dA = (ah? + ftA + e)du + (o,A» + 6,A + c,)dt) = 

essendo a, b, e, Oi , b, , Cj fanzioui note di u, v. 

Basterà dunque conoscere nna solnztone particolare di questa, o delle (5) 
che a questa equivalgono, per determinare con quadrature l'integrale generale. 

Osserviamo poi che se F è un punto di 8, ì paoli ad esso corrispondenti 
sulle infinite superficie derivate per la trasformazione o si trovano Balla drcoD- 
fereoza di eentro F e raggio coso sitaata nel piano ic ; e la nota proprietà delle 
equazioni del tipo di Bieca ti, che il rapporto anarmonico di quattro Integrali 
particolari è costante ci dice che : 

Quattro superficie derivate dalla 8 per la tratformazione corrigpondenie al 
valore e tagliano tutti i circoli di raggio cosa deacritH nei piani n col centro 
sulla 8, in un gruppo di quattro punti di rapporto anarmonico costante. 

7. Data una superficie 8, la deformata dell'iperboloide rotondo ad nna falda, 
che essa ammette come superficie focale della congruenza delle g, è perfetta- 
mente determinata mercè gli elementi di essa. Cosi, seguitando ad indicare con 
Xq ,y^ , Zg le coordinate dei ponti di qaesta sttperflcie, si ha : 

x„ = x + senO cotHg , ecc. 

e derivando, facendo uso delle formolo (3) : 

^^ =VE ^^ X, + (^ coso - -^ JB> 5 
Su sena » V aen'O att/ ' 

-P=4q r X,f {-JG cose =rr — n , ecc. 

Év sena * V 8en*Q dv J ' 

La Dormale, si vede snbito di qui, ha per coseni direttori X, , Y, , Z, , 
quindi per i coefficienti della 2* forma fondamentale si hanno le esproseloni se- 
guenti : 

" ^-^ du cu ° i-i Sv Sv 

Ora ogni superficie 8', derivata da 8 con la trasformazione studiata innanzi, 
è perfettamente definita mercè gli elementi di 8 e la soluzione v delle (5) cui 
corrisponde ; altrettanto si pu6 affermare per la superficie focale delle sue rette 
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g ; dDDQDe la tratformazione fa nascere, da una superficie applicabile sulVipér- 
bolùide rotondo ad una fatua, un' altra superficie applicabile mila ttessa e per- 
téttamentt determinata di forma. 

8. I raggi che DDÌacoDO i pnoti corrispondenti di S ed S' formano una con- 
gmenza rettilìnea. Indicando co» a, ^, -{ì coseni direttori di questi raggi e pren- 
dendo la 8 per snperflcie di partenza, troTÌamo, prima, facendo nso delle (3) : 



sentì + seno ' ' " 'j 

cosa 8en(Y — Q) - cosS 



senfl - seno 



- (Xjsen^ — Xgcosf }| 



SSaAc r=^\ , , _ coso Ben(?-a)-co89 . , ,J 
■r- 5-=vEGi-co9fl8eD(ffl— fl)+ ~ i seoft senftptll).- 
dvSu l '^ '^ Ben»-8eno ^^ M 

Nel c«BO di = 0, si vede facilmente che è 

ma questa è la condizione necessaria e Bufflclente perchè la congraenza sia nor- 
male, dunque, quando per a si asBnme il valore zero, le congruenze del raggi 
che uniscono 1 punti di 8 ai coTrispondentl delle sue derivate sono Dormali. 
Notìsmo ancora che ai ha : 

^•*du dv [ 'T / VT / (senS+BenoXsenO-Bene) ì ' 

e supponendo = — , da questa si otiieae : 

Ora 6 facile veriflcare che per 6 = ~ la 8 è una superficie psendosferlca 



^du dv 
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di coi Je linee coordinate Bon le aBsintotiche (curve a torsione costante, rispon- 
denti appunto alle curve di Bertrand con (J = ---j; inoltre la congruenza di 

cui trattiamo è, allora, una congruenza pseudosferica di cui la S e la 8' eou le 
superficie focali. 

Possiamo affermare dunque che in ogni congruenza pseudoaferica l'elemento 
lineare della sfera rappresentativa riferito alle lince corrispondenti alle assinto- 
tictie delle superficie focali è ortogonale. Il Bi anelli (') aveva dimostrato tal 
proprietà per le particolari congruenze pseiidosferiche che hanno i fuochi coin- 
cidenti, cioè per quelle risultanti dalle tangenti alle assìntotiche (di uu sistema) 
di una superficie psendosferica. Ma può dìmostrarBi (^ che essa, oltre ad appar- 
tenere alle congruenze pseudosferiche piA generali, caratterizza, tra le congruenze 
di Weingarten, quelle a falde focali di egual curvatura. 

9. Le coniugate delle u = cost. e quelle delle v = cost. formano due super- 
ficie che indichiamo con S„ ed S, rispettivamente ; indichiamo con I la super- 
fìcie invilnppo dei piani n. Questi sono i piani oscatatori delle u =■ cost. della 
8„ , quindi la congruenza delle tangenti di queste linee ha per superficie focale 
la I ; altrettanto può dirsi della congruenza delle tangenti alle t>=cost. della S^, 
sicché il punto in cui ciascun plano i: tocca il suo inviluppo è quello in cui si 
incontrano le tangenti alla m = cost. della 8„ e alla v = cost. della S, di 
cui è comun piano osculatore. Possiamo affermare dunque che quattro punti cor- 
rispondenti sulle quattro superficie S , S„ , S, , I 8ono i vertici di un quadrilatero 
situato nel piano tc, avente i lati concorrenti in 9 eguali a cosd e gii angoli coi 
vertici su S„ ed 8, retti. 

Osserviamo ancora ohe per ogni superficie 8^ applicabile sull' iperboloide 
rotondo ad una falda c'è, oltre la 3, una seconda superficie S, dello stesso tipo 
ed è quella ottenuta con le tangenti alle deformate delle generatrici del 2o si- 
stema. Le tangenti a queste linee lungo un' assintotica sono tangenti anche alle 
deformate delle stesse generatrici che trovansi sulla superficie £. Indicando con 
£, la rigata formata cou queste ultime tangenti possiamo affermare che la £, è 
costituita dalle tangenti (lungo l'assìntotica comune) a quelle lince di £ che son 
deformate delle generatrici del 2" sistema dell' iperboloide. Ma, per uno dei ri- 
sultati del § 4, la lìnea di stringimento di £, è una curva derivata dalla conia* 
gaia di quella di £ nel caso di o = 6 , e se ne deduce che ciascuna delle u = coat. 
della Si è una trasformata (con a= 0) della linea corrispondente di 8„ e preci- 
samente quella che corrisponde all'asslntotica u=:cost. di S^. Analoghe conside- 
razioni possono farsi per le v = cost. di 8^ e di 3„ , e si lia il risultato: 



l}) Bianchi, 1. e. pog. 419. 

{*) È ciò che mi propongo di fare in una prossima Nota sulle congruenze di 
Weingarten a falde focali di egual curvatura positiva. 
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Tracciando nei piani osculatori delle curve coordinate di 8 i cerchi di rag- 
gio cosft aoenti per centri i punti corrispondenti delle coniugate, i due che si 
hanno ptr uno stesso punto di 9 si tagliano in due punti della retta contuna 
ai piani osculatori; uno di questi punti appartiene ad S e l' altro appartiene 
ad 8,. 

10. Passiamo a BtadJare nna classe di superficie elicoidali del tipo di 8. 
L'equazione (2) ammette la solazlone ù= ~. Per ul valore di a si ha 
dalle (i;: 

8v du 

e qaiudi possiamn asanmere per le variabili v e v tali parametri da avere E=G=1. 
Onde è evidente clie ponendo: 

x = ì y -0 ; \ z = u + V 

E = B6n9coB T^ ; >I = 8enft8en — ; f = eoe» 

* 8en8 senS 



X, = - aen ■ r i Yi = cos : Z, = 

* senfl ' aen 6 ' ' 

X, = -cob8oo8 T- ; Y. = -co868en ; Z,= 8ene 

^ Ben 9 * seno ■ 

si soddisfano le equazioni (3) e (4) per fl = — - , quindi le formule per la trasfor- 
mazione studiata innanzi resteranno ancora applicabili in queeto caso. Soltanto, 
si preseata qui la particolarità clie la S da cui partiamo ai riduce all' asse s. In 
sostanza, la S, in questo caso, 6 quella che ai deduce dall' elicoide a cono di- 
rettore (applicabile sali' iperboloide rotondo ad una falda) allo stesso modo che 
le altre superficie dello stesso tipo si deducono dalle alU'e deformate dell' iper. 
bololde; ma essendo rettilinee le geodetiche di cai prendiamo le sviluppanti, la 
8 degenera, in questo caso, nella linea di sti'ingimento che 6 appunto l'asse. 
Le equazioni per f sono: 

^9 _ senocot^ coso 

du sen 9 -t-aen a sen + sen e 

So senacotS cosa 

-i = _— — ^ — — -. ^— C08(p. 

Or ' sentì — seno seno — seno 
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Per integrarlo poniamo: 

sicché esse si trasformano nelle altre: 



5A _ Ben(6-gì Ben(6 + «) 

du 2 Ben 4(8eD 6 + seo o) 2 sen (l(sen + sen a) 



aen fft — e) sen (6 + a) 



^ aBen9(8en$ - seno) 28eD&(8en4 — seno/ 
Ponendo ancora: 

V sen (u + o) 
ed integrando si ottiene: 



A, — 1 ì/aenfO + a)sen(& - o) / « w \ 

log -J-— - = ^!! !^ '-—> ' ( — + — r I + cost. 

1 + Al senO \senu-t-Bena seca— sena/ 

sione si pm 
quindi abt 



La costante risaltante dall'integrazione si può fare, senz'alterare la gene- 
ralità della questione, eguale all' unità, quindi abbiamo: 



<=>l!^ 



<rr?)n-W"°''- 






Foniamo ora, per abbreTiarei 

/ ■eii(ll + a) 1 r, , , .sensi 

sicché, calcolando le espressioni di sen f e cosf, otteniamo: 

Ben 9 = —^ ; cos ffi = - - ^ — • 

(1 -«•)■ + m'(l + «•)■ * (1 - .")> t m>(l + «•)< 
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Intanto ponendo: 



« + w = U , " — -'- 
seno 



si hanno, per le coordinate della 8', le seguenti espressioni: 

a:^ = [— coBfsenV - sencpcosOcosVlcoBo 

y' = [ coBf cosV — senf eoa flBenVJcoBO 

e' = U + senf BenO coso 

e da qneste si rileva subito che la saperflcie è elicoidale, perchè le sue <f = cost. 
sono eliche aventi tutte per asse 1' asse z. U parametro del moto elicoidale è: 
seno 
Ben 6 

Quadrando e sommando le coordinate si ottiene: 

x'* + y^-r (z' - U)* = cos»o ; 

dnnqae conducendo, da ciasoan punto dell'asse come centro, una sfera di rag- 
gio ooBQ, questa taglia la S' secando una delle sue linee n = oo8t. 

Inoltre, avendosi per 1 coseni direitori delle g della S' le espressioni: 

i' = sen a sen 9 cos V + cos o[8en 9 senV — eoe 6 cos f cobV] 

r,' = sen 9 sen t cos Y + cos o[- aen f cos V - cobScob^ senV] 

j' = — senflcos 6 + cos a sen cos f 

si trova facilmente la relazione: 

i'x" + W + t'(s' - U) = , 

dalla quale si rileva che le sfere che contengono le U = cost. della S' tagliano 
ortogonalmente i piani n della stessa. 

Nel caso particolare di = il parametro elicoidale diventa nullo e la super- 
ficie S' è evidentemente rotonda ed avente per asse l'asse z. In tal caso le eli- 
che <f = cost. si confondono con le U = cost., cioè con i paralleli della nuova bu- 
perfide, della quale le V = cost. costituiscono i meridiani. Basta dunque porre 
seo = nelle espressioni delle coordinate x' , y' , k' e sostituire poi in y' e s' , 
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a coaV e senV i valori ottenuti dall' equazione a;' = 0, per avere le coBrdiaate 
della curva meridiana in fanzloue del parametro U. Estraendo [ calcoli si 
trova: 



ff ' = ± Vi — Bcn'fl Bcn*9 , z' = 15+ Ben 6 sen tf. 

È qnasi Baperflao osservare cbe, tanto in questo caso che negli altri di 4S 0, 
le linee coordinate della Buperfloie derivate sono oarve di Bertrand con coor- 
dinate espresse da fanzioni algebriche e logaritmìcbe. 

Finalmente osserviamo che nel caso di 0~-r'g)l elicoidi ohe si ottengono 

sono f lì elicoidi pseudoaferici del D i d i. 
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SUI METODI DELLA GEOMETRIA DESCRIHIVA 



E. AMATUftO 



1. Se bÌ considera un piano it di giacitura f^ e si assame l'imagine A'B' di 
no segmento di nns retta a'^T — ij' del piano come l'imagine dina qualsiasi 
diametro dìan cerchio (u) di qael piano, proiettando da A' e B' le coppie di panti 
corrispondenti della involnzione I' sn f, di pnntl antireciprocl rispetto al cerchio 
di distanza S, di centro P e raggio d, si ottiene evidentemente noli' intereezlone 
dei raggi coniapoDdenti del due fasci la conica u' imagine del cerchio (u), il 
cu! centro avrà l'imagine nel polo 0' di f rispetto ad to', e che sar& per altro 
il quarto armonico di 8' rispetto ad A' e B'. La Involazione I' ha il fv,nio cen- 
trale in H', piede della perpendicolare da P a/*, ha la costante determinata 
in valore assolnto dalla relazione Jfc* = ft»+(P, ove ft=PH', ed ha per cop- 
pia simmetrica i punti K' e K', nell'Incontro di f col cerchio 8' di centro H' 
e raggio ft (*). Se i fasci A' e B' sono eguali la imagine u' risulta un cerchio. 

In qnesto caso la perpendicolare p\ condotta da 0' alla ana polare f pas- 
serà pel centro Q' del cerchio u', e sarà tanto l'imagine dì un diametro di ((») 
quanto un diametro DT)',, dell' imagine u'. Sia o' la parallela condotta per 0' 
ad f\ essa rappresenta l' imagine del diametro (o) di (tu) parallelo al quadro, 



(*} Le ennnoiate proprietà della involnzione I' devono essere rilevate perohò 
si prestano con manifesto vantaggio alla sua determinazione , di tanto frequente 
TUO nelle costruEioni della Geometrìa desorìttiva , e risultano dalle consìderasioni 
segaenti. 

La involudone I', considerandola generata sn /* da un angolo retto ì cui Iati 
passano per i due punti fissi F e F', anitipolo ài f , si ottiene proiettando da F* 
«Fi pirati del cerchio f descritto intomo al diametro FF. Or quando ai proietta 
ano del punti dì contatto X e Y delle tangenti da H' a 9, si ottiene la coppia sim- 
metrica K' e K', , perehò essendo i triangoli isosceli F7Z e YZP ordinatamente Bi- 
nili a TH'K' , YH'K'i , sarà HE', = HT = H'E'. Sarà poi il segmento H'L => H'T 
pcrohÀindti proporAioDidi tra gli stessi ngnenti H'P e H'F'. 
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e però il suo polo rispetto ad co' deve essere H', che deve stare sul diametro 
p' perpendicolare ad o': quindi p' coDterr& anche P. Inoltre, nella stessa ipotesi, 
i fasci di centro D', D', , proiettanti la involnzione I', dovendosi tagliare ortogo- 
nalmente per generare to', le estremità della corda o' , cioè E' e E', , che si ot- 




tengono proiettando la coppia simmetrica K' , K', , staranno sul cerchio S', e 
ricordando che o' è polare di H' rispetto ad w', H'E' ed H'E', , raggi di S', toc- 
cheranno 111' negli estremi W e E'^ di detti raggi , onde la' taglieri ortogonal- 
mente 5'. Beciprocamente ogni cerchio io' che ha il centro su p' e taglia orto- 
gonalmente S', è necessariamente l' imagine di un cerchio (to). Fercid, uno qaa- 
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Innqae di questi cercbì ìmaginì resta ìndividaato col centro e raggio da una 
tangente di S', mentre la polare o' di ù' rispetto a S' contiene le imaginì del 
centro e del raggio del cerctiio obiettivo, e quando il piano è fissato, il detto rag- 
gio Bar& la metà del segmento RR della traccia t„ intercetto fra H'£' ed H'E'^. 
Il medealmo cercliio S' taglia, poi, la PH' in due punti 0', e 0',, che sono 
i punti doppi della Inrolnzione dei punti reciproci sa p' rispetto a S' , generata 
dai punti D' e D', (ovvero il' e 0') e dai simmetrici rispetto ad H', al variare 
del cerchio u', e sono i pnnti del piano del quadi'o da cui sono visti sotto angolo 
retto ì segmenti di f compresi tra le coppie di punti corrispondenti di I'. 

2. I ponti O'i e 0', godono di altre importanti proprietà, fra le quali la se- 
guente. Basi per le costrnsioni fatte risaltano antireciproci rispetto & S, ed ap- 
partengono ad un' altra involuzione l\ su p', perpendicolare a /*, che ha 11 punto 
centrale in P' e la costante data da k^ = d* in valore assolato, la quale involu- 
luzione è costitaita di elementi ohe sono punti di fuga di normali a giaciture 
rappresentate sul quadro da rette parallele a f. In particolare, dalla considerazione 

degli angoli L0'ìO', = — e LH'0'j = a, risulta che i punti 0', e 0\ rappresen- 
tano le direzioni delle perpendicolari alle giacitare dei piani bisettori del diedri 
formati dal quadro con un piano dì f^iacitara f. 

Segae, perciò, che il fascio di centro (0), centro di proiezione, nel piano 
proiettante f si proletta sul quadro secondo la direzione O'^, ovvero 0',, nel 
fascio ad esso prospettivo di centro 0',, ovvero 0'^, conservando inalterati gli 
angoli e le distanze; e quindi, in generale, i pantl 0' e O'j sono le Imagini del 
pnnti (Oj) e (0,) di un piano ic di giacitura f, che sono centri di fasci eguali 
a quelli considerati nel centro di proiezione (C), e che egualmente si proiettano 
sai quadro conservando inalterati gli angoli e le distanze. Questa proprietà fa 
oppoi*tunamente appellare O', e 0', punti gonìometrici della giacitura f, secondo 
propose il prof. N i o o d e m i. 

3. Se si considera, perciò, una figura (<P) di imagine <]>', appartenente al piano 
K^t^—fg di giacitura f, e la bì proietta sul quadro secondo una delle dire- 
zioni dei punti gonìometrici di questa giacitura, la figura derivata $d, omolo- 
gica affine di (4>)j viene rappresentata sul quadro dalla figura omologica di 4' 
con l'asse di omologia in (, , col centro di omologia nell' imagine 0\ , ovvero 
O'j , e con una coppia di rette corrispondenti formate dB.f^, retta limite appar- 
tenente a 4*', e dalla retta all'infinito del quadro, appartenente a 4^. Ma la <('„ è una 
figura tale che la distanza di due punti qualunque Uq e Q» eguaglia la distanza 
dei punti (M) e (Q) in {*}, e I' angolo, per es., MoQoNo di due rette qualsiasi 
QoM(, e Q^No eguaglia l'angolo delle rette (QM) e (QN) in {<t>) , onde un qua- 
lunque triangolo NoQoMg di ^^ è eguale al triangolo (NQU) di (*l>) ; e per6 
la figura 9^ risulta eguale alla figura (*), come se il piano ic coincidesse col 
quadro. 

Questa omologia, che trasforma la imagine di una figura piana in una fi- 
gura eguale alla obiettiva, si potrà, chiamare omologia dì grandezza, e la omo- 
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logia ioTorsA, ebe trasforma una Agora del quadro, eguale a quella piana obiet- 
tiva, nella imagine di questa, omologia di proiesione. 

4. Ora, uno dei cerchi td' e la proiezione secondo le direzioni dei punti go- 
oiometrici O't e O'g di una data giacitura f (le cai proprietà iauauzi conside- 
rate con opportune modifiche valgono per altri eìstemi di rappreBentaaione) per- 
mettono di costruire o direttamente sulle iuiagini delle figure in un pifuo di 
quella giacitura, o su di una loro particolare proiezione ani quadro, tutti quei 
problemi, che di solito si esegnono ricorrendo al metodo del ribaitamento sul 
qnadro e del conseguente rialzamento dei piani proiettanti o non, come quelli 
che si propongono la esecuzione di quelle costruzioni in un piano nelle quali 
<)ccorre l'aiuto di un cerchio, o la ricerca di elementi di grandezza delle figare 
obiettive, o la determinazione delle imagini delle costruzioni piane a farsi sulle 
stesse figure: e lo scopo vien raggiunto senza pensare a. movimenti delle figare, 
e senza rendere più complicate le costruzioni che spesso invece si semplificano. 

Onde stimiamo, ancbe per la esperienza avutane , che opportunamente si 
possa in un corso di lezioni di Geometrìa descrittiva, nella maniera esposta, eli- 
minare la particolare trattazione della teoria del ribaltamento, come metodo spe- 
ciale per le costruzioni dei problemi, e di considerarla solo come un caso par- 
ticolare della trasformazione delle proiezioni di una figura piana, che si sia ri- 
gidamente spostata nello spazio per un movimento di rotazione intorno ad un 
dato asse, rotazione che del resto è, con vantaggio, riducibile a ana particolare 
omologia, che è rappresentata sul quadro da omologia analoga a quella innanzi 
considerata. 



Napoli, decembre 1904. 
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TRASFORMAZIONI PHOIKniVE AD UN PARAMETRO 
K lORO GRUPPI CONTINUI 



H. B. NEWSON 



TRADrZtONB E NOTB DEL PbOF. C. AlASIA 



{Nota). In ana recente Heinorìa dal titolo < Una nuova teoria delle collinea- 
2toni e dei loro gruppi di Lie » {*) il Prof. Newson ha tratiato le collineaaionl 
del piano e ne ha mostrato poco dopo le nnmeroBe applicazioni alla teoria delle 
colliDeazioni nello spazio fn tina serie di note pubblicate nel t Kansas University 
Quarterly >, t. X. Ma quella teoria, nella quale le collineazìoni considerate sodo 
a due, tre e più parametri, presuppone una corrispondente teoria delle trasfor- 
mazioni proiettive ad un parametro, ed è appunto tale teoria che viene svilup- 
pala in questa Henioria, che forma perciò un'introduzione alla teoria generale, 
non venendo considerato che il sistema di punti di una retta. I risultati ottenuti 
possono però molto facilmente estendersi a tutte tre le forme di prima specie 
della Geometria proiettiva, e cio6 al sistema di punti di una retta, al fascio di 
raggi passanti per un punto, al fascio di piani passanti per una retta. L'autore 
si è studiato di porre in rilievo le principali proprietà delle ti-nsrormazionl ad un 
parametro ed ha anche dato una succinta teoria dei gruppi continui. 

Per ciò che riguarda le principali sorgenti della teoria possiamo brevemente 
ricordare che Sophas Lie nel < Vorleaungen iiber continuierliche Omppen », 
(cap. 5), ha dato notizie dettagliate dì una sua teoria delle trasformazioni proiet- 
tive ad un parametro e dei loro gruppi continui, considerando l'equazione 



(') American Journal of ìdathematicB, t. XXIV, pag. 109. 
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nella qaale variabili e ooetBcìenti Bono ritenuti qu&li numeri complessi. L'inter- 
pretazione geometrica è riferita ai punti di nna retta, punti o retta esBendo, in 
generale, immaginari. Klein (Modulfunctionen, B. I, S. 163-207), Poincaré 
(Acta Matìiematica, t. I, pag. 1-62) ed altri hanno studiato in modo generale tate 
trasformazione, ma riferendosi piCi specialmente ni loro grappi discontinui, e ne 
hanno riporiata l'interpretazione geometrica dei rienltati ai punti del piano com- 
plesso. Il Prof. Newson ha fuso le principali ricerche di Lie e di Klein 
con quelle sue personali in due Memorie pubblicate a breve distanza l'nna dal- 
l'altra ('), nella prima sviluppando geometricamenle gli elementi di questa nuova 
teorìa delle trasformazioni proiettivo ad un parametro, e nella seconda determi- 
nando ed interpretando quali trasformazioni di punti del plano complesso i gruppi 
continui di trasformazioni dati dall'equazione scritta più sopra. 



PARTE PRIMA ' 

§ 1. Proprietà generali delle tratformaeioni ad un parametro. 

Ritultante di due trasformazioni. — Si può considerare la trasformazione 
proiettiva quale operazione che applicata ad una serie finita di punti od alla to- 
talità dei punti di una retta li ordina e distribuisco in modo che questa e la 
serie primitiva sono proiettive. Effettuando successivamente due di tali trasfor- 
mazioni su di una serie di punti si ha un risultato che equivale a quello che sì 
otterrebbe eSettuando un'unica trasformazione. Ciò può dimostrarsi come segue: 

8ia T una trasformazione avente per equazione 



e che trasforma il punto co nel punto x, , e sia T, una seconda trasformazione 
d'equazione 

a.x, + b, 
c,j;, + d, 

e che trasforma il punto oc, nel punto x^. Supponiamo le trasformazioni eseguite 



(•) Gruppi continui di tratformaeioni proiettive trattati sinteticamente, — Kansas 
University Qnarterly, t. IV, pag. 71-93 ; — Gruppi continui di trasformazioni circolari, 
Bull, of the Amer. lEath. Society {2), i. IV, pag. 107-121. 
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nell'orcliDe nel quale si sono scritte. L'eliminHzione di x^ fra le dao precedenti 
equazioni d&: 

. . _ (<i,a + 6,e)ai + (q,6 + b^d) 

^~ (c,rt + d,c)x + (c,6 + d,d) ' 

equazione che ha la stessa forma della (1), non differendone che pei valori dei 
coefficienti, e cbe dunque rappresenta una trasformazione proiettiva T, che tra- 
sforma direttamente il punto a: nel punto Xt, equivalendo cosi alle saccessive 
applicazioni di T e T,. 

La trasformazione T^ è detta risultante delle trasformazioni T e T, , che 
quindi sono le componenti: l'operazione ha per simbolo : TT, = Tj. 

Se le componenti T e T, sono prese in ordine Inverso, la risuKante TjT-T'j 
non coincìde con T^, giacché allora è 

_ (ag| + bc^)x + (gfc, + bd,) 
* ~ (co, + dc,)a! + (c6, + dd,) ' 

che non coincide colla (2). 

Le due trasformazioni proiettive T^ e T\ sono coniugate. 

Determinante di una traiformasione. — Il determinante 4= " * è il de- 



terminante o modulo della trasformazione (1): ammettiamo, per ora almeno, che 
esso non può essere nullo. 

Riferendoci alle trasformazioni che abbiamo designate con T e T, vediamo 
che il determinante di T, , 

I a,a + b,c 0(6 + 6|d ] 

I c,a + d,c c,b + d,d \ 

è il prodotto di ^ , per "• ,' | , cioè dei determinanti di T e T, , compo- 

neoii di T,. Dunque, il determinante di una trasformazione T, , risultanto di due 
trasformazioni T e T, , è il prodotto dei determinanti di queste due componenti. 

Tale risultato b suBcettibile di immediata estensione, denotino T^ , T^ , T, tre 
trasformazioni delle quali aia T^ la risultante ottenuta nell' effettuarle successiva- 
tneote: operando con T^ e T^ si ha risultato equivalente alla terza trasformazione 
Tgfr. La risaltante di T^ e T, è T^ , ed il determinante di quest'ultima b il pro- 
dotto dei determinanti di T^ e T^; quindi 11 determinante di T^ è il prodotto 
dei determinanti di T^ , T^ , T^. Questo sistema di ragionamento b applicabile 
alla risaltante di an numero qualunque di trasformazioni, per cai abbiamo in- 
duttivamente il teorema seguente : 

Teobeha lo. La risultante T„ di n traiformasioni proiettive T, , (E = , 1 , 
3, . . . , n — 1) è una trasformazione proiettiva il cui determinante è il prodotto 
dei determinanti delle trasformazioni componenti. 
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Tra$formazÌoìiÌ inver$e « identiche. Risoivendo rispetto ad x la (1) cbe tras- 
forma x in x, abbiamo, 



cxt - a 

equazione di nna traeformasione che è detta inversa della T, e che ha T~' per 
BÌnibolo. Es6a trasforma il punto ac, nel punto x. Il carattere della risaltante di 
T e T~' si deduce facilmente : essa lascia invariato ogni punto della retta, ed 
è perciò detta trasformazione idenlica', e siccome riducesi ad Xi=X, cosi mostra 
che ogni punto della retta si trasforma in sé stesso. 

PunK invarianti. Quando i punti di una linea cangiano di posizione per et- 
fetto di una trasformazione proiettiva T, avviene che uno o più di essi riman- 
gono invariati. Le coordinate di un punto se che rimane Invariato, cioè cbe viene 
trasformato In sé stesso, soddisfano all'equazione 



cioè all'equazione : 

(5) cfc» + (d - o)a: - fc = ; 

quindi, una trasformazione proiettiva T lascia invadati due punti della retta, e 
le coordinate di essi sono date dalle radici della (5). Questi due punti, general- 
mente distinti, ma che per particolari valori di a, b, e, d possono essere coinci- 
denti, sono delti punti invarianti della trasformazione. 

In generale due trasformazioni non hanno gli stessi punti invarianti ; ma piti 
innanzi vedremo cbe vi è an numero Illimitato di trasformazioni che hanno ano 
od entrambi i ponti invarianti in comune. 

Teorema 2°. Tutte le trasformazioni proiettive dei punti di una retta, ad 
eccezione della fraaformaeione identica, lasciano invariati due punti distinti o 
coincidetiti. 

Pseudo-trasfoì-mazione. Quando il determinante di T si annulla la trasforma- 
zione è una paeudo-trasformazione. Essendo (1) l'equazione della trasformazione 

ed essendo ad—bc^O il suo determinante, k d =: — , valore che sostituito in (1 ), 

dli: 



ponendo in evidenza che ogni pnnto della linea vien trasformato nel punto 
fisso - - 
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^'inversa di questa trasformazione è 



-dec,+b 

x = , 

ca>,"a 



nell'altima equazione ci dh 

b(cx — a) 



(7) x=- 



a{cx — a) 



mostrandoci che ogni punto della retta viene dalla (7) trasformato nel punto 

<l»o -*. 
a 

Se nella (5) sostituiamo d=. — , possiamo scriverla sotto forma del prodotto 

di due fattori : 



ce) (»'-f)(=" + ^)=''' 



per mostrare ciie sono - e — i punti invarianti della pseudo-trasformazione. 

Teorbha 3». La pseudo-trasformazione trasforma ogni punto della retta 
nell'uno o nell'altro dei punti invarianti. 

Tre condizioni determinano una trasformazione proiettiva. Poiché l'equazione 
di una trasformazione proiettiva T contiene tre costanti indipendenti, cioè 
a:b:c:d, ne segue che tre condizioni determinano una tale trasformazione. In 
particolare, tre punii ed f loro corrispondenti determinano anioamente e comple- 
tamente nna trasformazione proicitiva. 

Siano ic', x", a'" tre pumi qualunque di una retta ed tx', , x'\ , aj'", i loro 
corrispondenti rispettivi. Sostituendo successivamente In (1) le coordinate di o- 
gnana delle coppie di punti corrispondenti, abbiamo tre equazioni 

i9) cafa;\+dx',—aa'-b=0 , ca3"a;",4-rffl:",-aaj"— &=0 , ca!"'x"'i+dai"',-ax"'—b=0, 

lineari ed omogenee in a, b, e, d, che determinano i rapporti di queste quantità 
anicsmente e completamente, sempre che due di tali equazioni non siano iden- 
tiche o abbiano proporzionali i coefficienti. 

Teobeua 4». Vi ha una ed una sola trasformazione proiettiva che trasforma 
(re dati punti di una retta in tre altri punti dati. 

Trasformazione identica. Sopponiamo che la trasformazione (1) lasci inva- 
riati tre punti della retta: se nelle (9) facciamo a;\-x', cc^',=x", a;"', -a;'" otte- 
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niamo qaeste tre altre equazioni : 

(10) eir'»+{d-o)aj'-6=0 , cx"*+(d-a)x"-b=0 , cx'"+(d-a}a:"'-6=0, 

il di coi detemtiDante 



(11) 



ac'* 



rr' 



= («' - a:"')(x" - x"')(!xf - se") 



non devo annDllaret fino a che i tre punti si mantengono distinti : per conse- 
gaenza i coefficienti delle equazioni precedenti devono annalIarEi identicamente. 
Cobi è c = 0, 6 = 0, d = a. 

Sostitnendo qneeti valori nella (1) otteniamo x, = x, trasformazione identica 
che, come abbiamo già detto, trasforma ogni punto in sé stesso. 

Teobeha 5°. Una tratformaeione proiettiva che latda invariati tre punti di 
uno retta Ì trasformazione identica, e lascia invariati tutti i punti deUa retta, 

§ 2. Tipi e forme nornnali di trasformazioni proiettive. 

Due tipi di trasformazioni proiettive. Abbiamo detto poco prima che 1 panti 
invarianti di nna trasformazione proiettiva T sono dati dalle radici dell' eqaa- 
zione quadratica (5), e dnnqne da 



(12) 



(A , A'J = 



a~d é=-j(a + dy-4{ad-bc} 



per cai essi sono distinti o coincidenti a seconda che la differenza sotto al ra- 
dicale non 6 od è nnlla. Abbiamo cosi due tipi d! trasformazioni: nell'ano la 
tiasformn zione ha due punti invarianti; nell'altro ne ha uno solo. Ogni trasfor- 
mazione non ideniica appartiene all'uno o all'altro di questi due tipi. 

Forma normale del primo tipo. Una trasformazione T del primo tipo, che 
diremo tipo J, e delta quale siano A e A' 1 punti invarianti, può scriversi sotto 
la forma : 



(13) 



la costante Jt può essere espressa in funziono del coefficienti a, b, e, d, 
[a + d +V(a + dj^-Mad^bc)]* 



(14) 



4(ad - bc) 
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Per reriflcare ciò risolviamo la (13) rispetto ad x, : 

_ (A-feA')ae-AA'(t-fc) 
^"' '^•- (l-ft>r + fc(A-A') ' 

che ha la stessa forma della (l) ; e con^ontaodo coi coefficienti di questa t saoi 
coefficienti troviamo che, 

A-ftA' ^ a AA' = -— fc(A-A') ^ d 

l—k~c * ~ e ' l—k~c' 

e risolvendo rispetto ad A, A' e ft, 



f a-'d+-J(a + d)*-4(ad - bc) a- d -V(o + d)'-4(ad-&e) 

l ~ 2c ' ~ 2c ' 

(16) ; 

r _ [g + d + ^^{a + d)' - i{ad - bc)]' 

\ - i{ad - te) 

I valori di A e A' cosi ottenuti coincidono coi valori delle radici della (6). 
La (13) è la forma normale implicita del tipo I, 

Forma normale del secondo tipo. L'equazione di una trasformazione del se- 
condo tipo avente 11 punto A per anice punto invariante è riducibile alla forma 

(17> — !_.= _L^+(; 

^ X, .- A a; - A 

e per verificare ciò risolviamo rispetto ad x, : 
(,8) ~ _ (1 + .A)»-.A- 

eqaasiODe che b simile alla (1). Per avere 1 valori di A e £ in funzione di a, b, 
e, d basta operare come nel tipo precedente, coDft*ontaDdo i coefficienti e risol- 
vendo rispetto ad A e t. Otteniamo : 

(19) A = °-fÌ , ,= Jl-. 

* 2c ' o+d 

La (17) è la forma normale implicita del tipo ohe diremo II. 
TsoBntA 6«. Tutte le traaformmdoni della forma (l) aonoridueibili all'una 
o l'aUra delle due forme normali 

x,-A' x-A ' 1 

X, - A "" x-A. 



e bv Google 



)( to :( 

Interpretazioae geometrica delle forme normali. La forma normale del tipo I 
paò scriversi : 



(20) 



j,~A' 



per cui A; è il rapporto aDarmonlco dei quattro punti A , A' , a; , ir, , essendo A 
e A' punti invarianti e formando w e x^ una coppia di punti corrispondenti: k 
è una quantità costante. 

Nella forma normale del tipo II le differenze a - A , a;, —A rappresentano 
te distanze dal punto invariante dei dne punti che formano una coppia di punti 
corrispondenti: tale forma pai) anche scrìversi : 



(21) 



a:,— A 



e vediamo cosi che la differenza dei volori reciproci delle distanze dianacop- 
pia di punti corrispondenti dal punto Invariante è costante per tutte le coppie 
di punti corrispondenti. 

Se ;r è il punto all'infinito della retta, t è il recìproco del segmento Ax,, 
essendo x, il punto nel quale si trasforma il punto all'infinito. 

Teohema 7". In una trasformazione del tipo I il rapporto anarmonico k dei 
punti invarianti e di una coppia di punii corrispondenti è cattante per tutte le 
coppie di punti corrispondenti: in una traaformaeione del tipo li la differenza t 
dei valori reciproci delle distame di una coppia di punii con'itpondenli è co- 
stante per tutte le coppie di tali punti. 

Farametri naturali. Quando la trasformazione è rappresentata sotto la for- 



t (1), vediamo che vi s 



1 tre parametri indipendenti, cioè 



la trasformazione è del tipo l ; ma quando essa è del tipo II la relazione 
(a + dy = i{ad — be) è soddisfatta e non vf sono che due parametri indipendenti. 
I coeStcìenti a, b, e, d non hanno sìgniflcato geometrico definito, mentre tanto 
A, A', k che A e t hanno un notevole significato geometrico. 

Questi parametri sono detti i parametri naturali della trasformazione. 

forme normali esplicite. Le equazioni (15) e (18) possono esser scritte sotto 
la forma : 



w 


1 





A 


1 


A 


1 





(A+X 


w 


1 





A 


l 




1 
t 
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L'una e l'altra sono detlc le forme normali, esplicite del tipo I e ir rispet- 
tivunente. 

Il tipo II quale forma limite del tipo I. E 7 ideo temente fi tipo II è la forma 

limire del tipo I quando i dne pnnti invarianti vengono a coincidere. Dalla (16) 

i — 1 
vediamo che è ft=l per A = A', e che la frazione ,_ diviene Indetermt- 

unta per A = A', per cai ponendo per A o A' ì valori dedotti da (16) abbiamo, 



A'=A A'-A a + d 



relazione che permette di dedurre dircttomcnte la forma normale del tipo II da 
qnella del tipo J. 

Dividendo numeratore e denominatore della (15) per A — A' abbiamo, 



A-fcA' 
A-A'^ 


AA'(1 
A- 


A' 


1-fc fcA- 
A-A^+A- 


■A' 

UT 



lA-A'" 

Per ottenere la forma normale esplicita del tipo TI baata sottrarre le radici 
(IcU'eqaazione della forma normale esplicita {2'i) del tipo 1, dividere per (A'— A) 
e passare al limite. 

Risultante di T e T,. Consideriamo ora la risultante delle due trasformazioni 
T e T, , entrambe del tipo I, non aventi pnnti invarianti in cornane e date nelle 
loro forme normali esplicite : 

_ {A - kA ' )x - A A' (l ~ k) _ (A, - k,A',)x, - A,A \{1 -fc,) 

*"'" il ~k)a;- (A' -kA) ' **' {l - Va=i - (A', - fc.A,) ' 

Klimìnando a;, otteniamo, 

_ [(A-<:A')(A,-fc,A'.ì-AA'(l-ft)fl-t,)]c-AAM-fc)(A,-A:,A',)-AA',(l-fc.l(A'- ftA') 
"'~ [Cl-fc)(A-fcAVa-'t,)(A',-fc,A,)liE-AA'(l-ìfc)(l-fc,)-(A'-tA)(A\-A-,A,) 
{24} 

_px-q _ (J^\^^t)^^z^t^'ti^—^t) 
~ na^a " {l~k,)x--{A''t^kjAt) '" ' 

VOL. XUII 
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vediamo sabito che 
A.A',= i- 



1-f j)-« 



1 + ifc, _ y-« _ (1 - a,)(A - A')(A' -k,) + {k■^ k,){k - A.XA' - A',) 
Vi7 ~ \lqr^T'~ Vtt,(A - A')(A, - A',) 



(25) 



_l-fc-fc,+ftfc, fc+fc. 

VS", vili 



ohe è ancóra il rapporto anarmonico dei qaattro patiti A , A', , A, , A. 
Troviamo inoltre : 

Se nnn od entrambe le trasformazioni T e T, sono del tipo II, la risaltante 

j- — i. = t, oppure A', = A'o lim-r rr- 

A— A' A,— A, 

24, 25 6 26, ricorrendo ad entrambe queste coppie di eguaglianze quando ne 

foe&e il caso. 

§ 3. Gruppi ad un parametro delle trasformazioni proiottive. 

Ritultante di T e T, quando quette abbiano dué punti invarit^ti comuni. 
Le dne trasfcinnazioni T e T, del tipo I abbiano gli stessi due ponti invarianti 
A e A' : la. prima trasformi il punto a; In flJ, e la seconda ac, in a:,. La risultante 
di T è T, liiscia A e A' invarianti e trasforma diretumente a) in iC,. t<e T e T, 
siano date nelle forme normali implicite 
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Eliminiamo per moltiplicazione fra queste due c(]uazioni x, : abbiamo : 



Quindi, 11 rapporto anarroonico di T^ è Ar, = kk,. 

Allo Hteseo modo possiamo mostrare che la risultante di un numero (Qualun- 
que di trasformazioni aventi gii stessi punti invarianti ha per rapporto anarmo- 
nlco II prodotto dei rapporti anarmonicì delle trasformazioni componenti. 

Il rapporto anarmonico k può avere un numero influito di valori, e vi è 
quindi un numero iuflniio di trasformazioni che lasciano invarianti A e A'. Le 
trasformazioni di questo sistema hanno la proprietà di avere per risultante di 
ciascana coppia di esse una trasformazione del sistema stesso, formando cosi un 
gruppo continuo il cu! parametro è il rapporto anarmonico k, che può variare 
in modo continuo. Designeremo con G,(AA') questo gruppo. 

Teorema 8». La totalità delle trasformazioni che lasciano invarianti gli 
stesti due punti di una retta forma un gruppo continuo: il rapporto anarmo- 
nico della risultante dì ciascuna coppia di trasformazioni di tale gruppo è il 
prodotto dei rapporti anarmonicì delle trasformazioni componenti. 

I^oprietà del gruppo 0,(AA'). Poco più su abbiamo visto qual è la proprietà 
fondamentale di questo gruppo. Se T è una trasformazione del grappo, la sua 
Inversa appartiene ancora n tale grappo. Infatti, poiché T trasforma x in Xi , è 

„ a>, - A.' , £B - A' 
co, — A £C — A 



e 80 I ' è la trasformazione inversa che trasforma x, in co, è, 

ce — a" k a;, -A 

Dunqae, i rapporti anarmonici di coppie di trasformazioni inverse hanno va- 
lori reciproci. 

La risaltante di una coppia di trasformazioni inverse 6 la trasformazione 
identica: il prodotto dei rapporti anarmonici di due trasformaiioni inverse è Tu- 
nith; dunque, il rapporto aoiirmonico della trasformazione identica 6 l'unità, e 
il grappo GitAAT contiene sempre la trasformazione identica. 

Il gruppo Q^{AA') contiene una trasformazione che è Identica alla sua in- 
versa: abbiamo allora la condizione fc = — , cioè 4* = 1 ; dunque A: = ± 1. Il va- 
lore 4 ^ 1 dh la trasformazione identica del gruppo, e che questa sia inversa dì 
sé Biessa è evidente. Il valore k = — l dà la trasformazione involutoria che ha 
per effetto di scambiare ogni coppia di punti corrispondenti della retta, giacché 
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la Bna seconda potenza è la trasformazione identica: cosi questa Ipasformazlone 
djk origine ad un'involuzione, e di 11 il suo nome. 

II grappo G,(AA') contiene dne trasformazioni assai notevoli e che hanno 
ed oo per rispettivo valore dei loro rapporti aiiannonici. La prima trasforma in 
A' taiti i punii della retta, ad eccezione del punto A; la seconda trasforma in 
A tntli i punti delia retta, eccetto A': esse sono pseudo-trasformazioni e costì- 
luìscono una coppia di (ras formazioni inverse. 

Il rapporto ftnarinonico della trasformazione identica è l'unìU: tale inisfor- 
mazione lascia invariati tutti i punti della retta. La trasformazione del gruppo 
che ha 1 -I- (i per valore del suo rapporto anarmonìco, essendo d una quantità 
infioitamente piccola, fa spostare di posizione ciascun punto della retta di una 
distanza infinitamente piccola, ed è perciò detta traif or mozione tnflnitesima ('). 

Col ripetere n volte la trasformazione inOnitcsima si ottiene (I+tf)' per va- 
lore del rapporto anarmonico della risultame, e scegliendo convenientemente d 
si può far assumere a questo valore del rapporto anarmonico qualunque valore: 
quindi, ogni trasformazione di Q,(AA'] può intendersi generata da una trasfor- 
mazione infinitesima del gruppo stesso. 

Le proprietà generali di questo gruppo possono dunque cosi riassumersi: 

Teobeha 9". Le trasformazioni del gruppo G,(AA') possono associarsi in 
coppie di trasformazioni inverge. Iole gruppo contiene : una trasformazione tn- 
volutorìa, due pseudo-trasformazioni ed un numero infinito di trasformazioni in- 
finitesime. Qualunque trasformazione del gruppo può ritenersi generata da una 
di queste trasformazioni infinitesime. 

Gruppo G,(A) ad un parametro. Siano T e T, due trasformazioni del tipo II 
aventi lo stesso punto invariante, e che possiamo rappresentare colle due rela- 
zioni, 

11, Il 



T trasforma x in x, o T, trasforma x, in ji,. La loro risaltante si ottiene 
eliminando, per addizione, x, fra questo due equazioni : abbiamo, 



e dunque, tt=: t -i t,. La trasformazione risultante T, b del tipo II, ha lo stesso 
punto invariante clic hanno le componenti, cioò A, e la sua costante t^ è somma 
delle costanti di T e T,. 



{') Il d ha un numero infinito di valori differenti: é cioè [5]=e"=[';](cos64-i8«nft). 
II d ha 3 per modulo. Nella trnsformazione infinitesima [S] può esser dato, ma D 
deve rimanere variabile 
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La coBtante t può avere an numero infinito di valori, per coi vi è no namero 
ìDlinito di trasformazioo! del tipo II clie hanno lo Btesso pnnto invariante, ohe 
posseggono le stesse proprietà fondamentali e che formano nn gmppo cooti- 
nao G,(A). 

Tborbka 10°. Tutu te trasformazioni del tipo II che lasciano invariato lo 
stetso punto formano un gruppo continuoila cattante deUa risultante di ciascuna 
delie coppie di trasformazioni del gruppo è somma delle eostanti delle due com- 
linHentt. 

Proprietà del gruppo 6, (A). Le proprietA del gruppo G,(Aj sono pressoché 
slmili a quelle del groppo G,(AA'). Se T è la trasformazione 



la sua inversa T ^ che trasforma x in x. 



x — A a,— A 

quindi, dae trasformazioni di G,(A) le cui costanti siano numericamente eguali, 
ma di segno contrario, formano una coppia di trasformazioni inverse. Tutte le 
trasformazioni del gmppo possono essere cosi accoppiate. 

La risnltante di nna coppia di trasrormazioni inverse è la trasformazione 
identica che ha per costante tf = t—t = 0. Il gruppo G,(A) contiene danqne la 
trasformazione identica. 

La sola trasformazione del gruppo che aia inversa di sé stessa è la traefor* 
mazione identica: il gruppo non contiene qnindi trasformazione involutoria. Esso 
contiene ana psendo-trasformazione per la quale è t = m e che trasforma ogni 
punto della cnrva nel punto invariante. 

Una trasformazione del gruppo la cui costante t = Se" ha valore infinita- 
mente prossimo a zero è una trasformazione infinitesima. Se ana simile trasfor- 
mazione vien ripetuta n volte, la risnltante ha nt per costante che, con nna 
scelta opportuna di n e 0, può assumere qualunque valore. Dunque, ogni trasfor- 
mazione del gmppo 0,(A) può ritenersi generata da una trasformazione infinite- 
sima del grappo. 

Tboheua Ilo. £^ trasformazioni del gruppo G,{A) possono raccogliersi in 
coppie inverse. Tale gruppo poi contiene: la trasformazione identica, una pseudo- 
trùsformaxione, non perù involutoria, t(» atimero infinito di trasformazioni infl- 
nilesìme, ed inoltre, ogni trasformazione di esso può ritenersi generata da una 
delle trasformazioni infinitesime del gruppo stesso. 

Numero dei gruppi ad un parametro. Abbiamo cosi ritrovalo due tipi di 
gruppi di trasformazioni ad un parametro pei punti di una retta, cioè G,(AA') 
e Q(A). Evidentemente vi sono tanti gruppi del primo tipo quante sono lo coppie 
di punti della retta, cioè oo'; si ha inoltre un ghippo del tipo II per ogni punto 
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dells retu , e dnnqae ae' di tali fp-sppì. É ancbe evidente cbe ogni trasforma- 
Bione dei ponti della retta li riduce ad ano, ed ano Bolamente , di tali grappi 
ad un parametro. Fa ecceslooe la trasformazione identica che è cornane a tatti 
questi groppi. 

g 3. Gruppi a due e tre parametri. 

Il gruppo G,<A). Pigliamo dae trasrormazloni T e T, del tipo I aventi ano 
ed nn solo pnoto invariante A' in cornane, e ricerchiamone la risoltante. 

Possiamo assumere il punto A' quale origine, ed allora le dae equanloDÌ di 
T e T, diventano : 

ed eliminando x, fra di esse otteniamo la risultante, 
fct,AA,a; 



(28) 



(fcfc.A - fcA + fcA, - A,)a: 4- AA, 



Per avere i punti Invarianti di questa trasformazione basta fare tc|=a; e ri- 
solvere l'equazione quadratica che ne risulta. Troviamo cosi che i ponti inva- 
rlanti sono A = 0, ed 



(29) A.= - 



(tt,-J)AA, 
' A*,À'-fcA + itÀ, - A",' 
Facendo 



fcfc,A-fcA ) tA, - A,= 
nella (28) nbbiamo, 



(30) ^L^ = kk,- 

a:, — A» X 



(kk, - 1)AA, 



relazione clic ci mostra corno la risultante di duo trasformazioni del tipo I, a- 
vcnii un pUQlo invnriunte in comune, tia anch'essa questo punto fra i saoì punti 
invarianti. Scorgiamo inoltre die il rapporto anannonJco della risaltante è II pro- 
dotio dei rapporti anarmonici delle trasfurmHZÌoni cotnponenti, kj= kk,. Avendo 
poi la (HO: la t'orma stessa delta (27), possiamo dedurne che tutte le trasforma- 
sioni che lasoinno un sol punto Invariante formano un grappo continuo a due 
parametri i quitli sono il rapporto anannonico k e l'ascissa del punto invariante A,. 
Teohkua l:.'". Tutu le trasformazioni che laiciitno invariante un unico punto 
formano un gruppo a due parametri; il rapporto anannonico della ritultanie di 
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cìaamna delle coppie di tranformazìoni dti gruppo è il prodotto dei due rapporti 
aiìarmonici delle componenti. 

Struttura e proprietà di Qi(A). La precedente discussione permette di rile- 
vare la struttura di 0,(A): questo grappo contiene oc' sottogruppi ad un para- 
metro de) tipo I ed un sottogruppo del tipo II. Il ponto A, può essere associato 
a ciascuno dei punti della retta per formare la coppia di punti invarianti di un 
gruppo a,(AA'), e pqò essere associato una sola volta a sé stesso per formare 
il punto invariante di Q,(A). 

Dalla ooDtlRUità ^ei punti di una linea e dalla continuità di ciascuno dei 
sottogruppi deduciamo la continuità del gruppo GI,iA). Le trasformazioni di que- 
sto non sono commutative. 

Per essere fc, ~ U'i i è evidente che il rapporto anarraonico della risultante 
è indipendente dall'ordine di quelli delle componenti; ma la posizione del se- 
condo punto invariante di T, non è indipendente dall'ordine nel quale vengono 
effettuate le trasformazioni T e T, , giacché se fc e A:, ai scambiano nella (39), 
il valore A, non rimane alterato ; ma se invece si scambiano A e A, nella stessa 
(39), il valore di A, rimane evidentemente alterato, mostrando cosi che in Qi(A) 
le T e T, non sono permutabili. 

Qaando queste ultime abbiano entrambi i punti invarianti in comune e sia 



in comune un solo ponto invariante, e sia A;, = — , la risultante è del tipo II , 

giacché soatltuendo quest' ultimo valore In (29) otteniamo A, = 0. Quindi, i due 
punti invarianti di T^ coincidono, ed essa è del tipo IL 
Per valore della costante t di Tt abbiamo. 



=avx>-"- 



Tbobrua 130. Il gruppo 0,(A) contiene oc, tottogruppi G,(AA') ed un totìo- 
gruppo 6, (A). Le tratformaeioni di Gt(A) non tono commutative. La risultante 

di due traaformoKÌoni del tipo I di G,(A) per le quali stai = -e A', tia diverso 
da A', è del tipo II. 

Gruppo G, a tre parametri. Abbiamo detto (Teorema 1"^ che la risaltante 
di due trasformazioni proiettive T e T, d«i punti di una curva è pur essa una 
trasformazione proiettiva, pednciamo da eli che tutto le trasformazioni proie^ 
tive dei punti di nna retta formano un gruppo che diciamo gruppo proiettivo 
generale G, : esso ha tre parametri, giacché l'equazione di T contiene tre para- 
metri indipendenti, cioè a:b:c:d.8ea,b,{'-,d sono tali da variare in modo 
continuo, tutte le trasformazioni risultanti appartengono al gruppo Gy B«cipro- 
camente, tutte le trasformazioni che appartengono al gruppo predetto si hanno 
col far variare in modo «ontinno i coefficienti di T. Un tale grnppo è evidente- 
mente continuo. 
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Se poniamo l'equazione di T sotto la forma normale 



X, — A'_ X — A' 
a;, — A a: -- A 



i tre parametri natorall A, A', k poasono farsi variare in modo continao, gene- 
rando cosi il gruppo G|. Qaesto gruppo poi contiene oo' grnppi G,{A) a doe pa- 
rametri, uno per ciascuno dei punti delU retta, ed Inoltre, come poco prima 
abbiamo mostrato, contiene ancora oc* groppi G,(AA') e co* grappi G,(A). 

§ 5. Trasformazioni di fasoì di raggi e di piani. 

La teoria che abbiamo brevemente indicata nelle precedenti pagine si ap- 
plica anche alle trasformazioni ad un parametro dei raggi d' un fascio piano o 
del piani d'un fascio assiale. 

Abbiamo due varietft di simili tr&srormazioni, cioè a due o ad un elemento 
invariante. 

8ia il vertice del fascio piano, A e A' i due raggi invarianti di esso, x 
ed tv, una coppia di raggi corrispondenti nella trasformazione. Abbiamo allora 
il rapporto anarmonlco 0{AA'xx^) =^ Jc, e la teoria non richiede nlteriore svi- 
luppo. 

In quanto al caso nel qnale si ha un solo elemento invariante, si può con- 
siderarlo quale forma limite del caso precedente nel modo cbe ora indichiamo: 
sia ancora 0(AA'a:a:,) = *, da cui OfAaiA'a;,) -l - k: scrivendo per esteso que- 
st'ultimo rapporto anarmonico abbiamo, 



sen(A'Oa:) ' sen(a!,Oa^) ~ 



seajxfix) 1 - ft_ 

8en(A'0ic)sen(a:,0A) " sèiiiÀ'ÒA) * 



Ma è (xOx,) ^ (A0a:)-{A03;,}, por cui, 

Ben(AOa:) cos(AOa;,ì - coB(AOai) senCAPa;, ) jj^j 1 - t _ 
A'=A " Ben(A'Oa!) 8en(x,0A) ~A'=a Ben(A'OA) ~ ' 



dunque, 
cioè, 



!Ot(a:,OA) - col(aOA) = ( 
cot6, = cotO + I. 



e bv Google 



)( 49 )( 

TEOKEifA 140. Nella trasformazione d'un fascio di raggi (o piani) del tipo II 
la di/ferevza delle cotangenti degli angoli col raggio (0 piano) invariante da una 
eoppia di raggi (o piani) corriàpondenti è costante per tutte le coppie di raggi 
(o piani) corrispondenti. 



PARTE SECONDA 

§ 6. Gruppo generale proiettico S„ e suoi sottogruppi. 



Doppio parametro complesso. —Pino ad ora ci siamo limitati a considerare 
in particolare i parametri naturali quali namcrl complessi , ma indecomponibili. 
Però possiamo a questo punto notare clie una variabile complessa ha la natura 
d' un doppio parametro e pud assumere so* valori differenti , per cui 1 grappi 
che abbiamo indicati con Q,(ÀA') , 6i(A) , ed ì cui parametri sono k e t sono 
allora gruppi a due parametri. Per la stessa ragione i grappi 0,(A) e O, hanno 
rispettivamente quattro e sei parametri. Il primo dei casi considerati è quello 
stesso studiato da Soplius Li e e dai suoi continuatori; il secondo fti spe* 
cialmente studiato da Klein e dai cultori della teoria delle Tunzioni di Rie- 
nia n n. 

Becondo la teoria dei grappi continui di L i e non ai hanno che quattro va- 
rietà di grappi continui ad un parametro, cioè G, , G,{A) , G,(AA') , G,(A); ma se 
consideriamo il parametro complesso qaale doppio parametro, ritroviamo diverse 
altre varietà di gruppi continui compresi nel grappo proiettivo generale dei 
punti di una curva. Sono appunto questi gruppi cbe ora esamineremo, e clic in- 
dicheremo usando il simbolo H anziché 11 simbolo G fino ad ora da noi usato: 
avremo quindi Hg , H^{A) , Hj(AA') , H,(A) invece di G, , Gj(A) , G,fAA') , G,f A). 
Queste due serie di simboli rappresentano esattamente la stessa cosa , ma con- 
siderata sotto due diversi aspetti. 

Trasformazione lossodromica, iperbolica, ellitUea e parabolica. Abbiamo già 

mostrato che la trasformazione T: a.-, = , può ridursi all' una 1' altra 

delle dae Torme normali: 

X, -A' _ a:— A' 1 _ 1 

a;, — A X — A ' a:, — A a;— A ' 

le trasformazioni del primo tipo possono snddividersi io tre categorie, a seconda 
TOL. xuii. 7 
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dei valori di k. Se qnesto è reale (') la trasformiizione è dettai ■ iperbolica ; se è 
dolla forma e'" , cioè ee ò \k\ = l, la trasformazione 6 detta ellittica; per ogni altro 
valore di k la trasformazione vien chiamata lossodromica. Tutte le trasforiiia- 
zioDÌ del B3cOQdo tipo soli dette paraboliche. Faremo sempre, uso di questa di- 
stinzione. 

Sottogruppi noti di Hg. — Dal § 4 sappiamo che il gruppo Hg contiene oo* 
sottOf^rnppi H^(A), uno per ciascun valore di A; che contiene inoltre <x>* sotto- 
gruppi Hg(ÀA') uno per ognuna delle coppie di valori dì A e A'; ed ancora od* 
grappi H2(A} , uno per ciascuno dei valori di A. Le rx* trasformazioni parabo- 
liche di Hg non formano un gruppo, e ci& deriva dal fatto che la risultante di 
due trasformazioni paraboliche non è, almeno in generale, una trasformazione pa- 
rabolica. 

Sottogruppi ad un parametro di H|(A). —In questo grappo la legge di com- 
binazione dei parametri b espressa da t, = < -f- f,: il parametro t può rapprese n- 
tarsi sotto la forma re*', e abbiamo cosi: 



Per 6, = 5 , è 6, = 6: mantenendo costante 0, e facendo variare r, otteniamo 
r^ = r + r,. 

Abbiamo cosi le coudizioni che caratterizzano un sottogruppo ad un para- 
metro di Uj(A): tutte le trasformazioni di Hj(A) per le quali i t banno lo stesso 
argomento formano un sottogruppo di J5,(A). 

E chiaro che vi è uno di tali sottogruppi per ognuno dei valori di 0. 

Se rappresentiamo t = re'* nel modo solito mediante punti dei piano com- 
plesso, notiamo che per ciascuno dei punti del piano si ha una trasformazione 
di U}(A) ohe gli corrisponde. Le trasformazioni corrispondenti in tal modo ai 
punti del piano complesso che sono su d'un raggio passante per l'origine e che 
fa l'angolo coli' asse del numeri reali, costituiscono un sottogruppo H,(A)6. 

Proprietà di H,(A)6. — Questo gruppo contiene la trasformazione identica 
corrispondente ad r~0. Due trasformazioni di esso corrispondenti a valori di r 
numericamente eguali ma di segno contrario sono inverse l'una dell'altra. Con- 
tiene anche la pscado-trasformazìone data da r = aD. In esso poi sono due sad- 
diviaioni rispettivamente corrispondenti a valori positivi e negativi di r e che 
sono separate dalla trasformazione identica e dalla pseudo-trasformazione. Oou- 
tiene due trasformazioni infinitesimo rispettivamente corrispondenti a -I- 6r e 
— 8r , ed ognuna di esse genera quciia delle due suddivisioni del grappo che le 
corrisponde. 

Ognuna delle trasformazioni di Ui(A) non può esser generata che da an« sola 
delle trasformazioni infinitesime. 



{') Klein {Modtilfunctionen, Bd. I, S 164) e Poincaré {Ada Malhetnaiica, t. I, 
pag. 6) dicono iperbolica la trasformazione solo quando k è reale e positivo. Il can-- 
giameuto qui fatto è giustiEcato dalla semplificazione ohe apporta ^ei risaltati. 
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Si potreblie dare il nome di gruppo all' aggregato dello trasformazioni di 
H,(A) che sono rappresentate dai pantl d'ttn raggio condotto dall'origine al punto 
all'infinito: nn tale grappo coniorrebbe allora la trasformiziono identica, la psen- 
do-trasforofiazione, una trasformazione infinitesima, ed ogni trasformazione di esso 
sarebbe generata dalla trasformazione infinitesima del gruppo. Ma allora rinverea 
di ciascnna trasformazione del gruppo H,(À)Ì dovrebbe ritrovar^t nel gruppo 
E,(AK4 +x)- È meglio perciò considerare il grappo come formato dalle dne sud- 
divisioni delle quali abbiamo fatto parola più su, anziché considerare quale gruppo 
a sé ognuna di tjueste due suddivisioni. 

H( contiene co» sottogruppi H,(A), ano per ciascuno dei valori del numero 
complesso A: ciascuno di questi sottogruppi contiene <»' sottogruppi ad un pa- 
rametro, uno per ciascuno dei valori reali di 6 compresi fra e ic. 

Teorema 15. — /n Hg sono due varietà di sottogruppi di trasformazioni pa- 
raboliche, cioè, H,(A) ed H,(A)0. 

Sottogruppi ad un parametro di Hj(AA'). — La legge di combinazione del 
parametri in H/AA') h espressa da k^ = kk,. Se rappresentiamo il parametro k 
sotto la forma e'"'^''*, abbiamo: 

Per e, = e è e, = Cj = e e 6, = 6 -t- 0,. Lasciando fisso il e e facendo variare 
1} otteniamo 

Dunque deduciamo che tutte le trasformazioni di Hg(AA') per le quali en- 
tra lo stesso e nel valore i = e'"*''*, formano nn sottogruppo H,(AA')c. Vi è uno 
di tali sottogruppi per ciascun valore reale di e. 

VI 6 in H,(AA'J una trasformazione per ciascun valore complesso di k. Sia 
k ~ e(''+')0 rappresentato da punti del piano complesso : facilmente scorgiamo 
come le trasformazioni del gruppo ad un parametro H,(AA')c sono distribuite in 
tale piano. 

Nell'espressione k = e^''*'^^, nella qaale e è una costante e 6 una variabile, 
facciamo k = x + iy: abbiamo, 

(3:f) ar + iy = e='(""9+""'»' ; x = e'^-""^ , 

da cui, 



y = e"' 



e dunque, 



Facendo x' f y» = r*, abbiamo r = e'*\ ma questa non è-che l'equazione pò- 
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lare di una spirale logaritmica che seg» 1' aase dei nameri reali secondo an an- 
golo del quale è e la cotangente; danque^ il laogo del pantì del piano complesso 
che corrispondono allo trasformazioni del grappo ad un parametro H(AA'jc è 
una spirale logaritmica clie avvolge il punto zero e che sega l'asse dei nameri 
reali sotto nn angolo * tale che coi 4»^ e. 

Per dlfrercnti valori di e si hanno spirali differenti, ciascuna delle qaalì cor- 
risponde ad un sottogruppo ad un parametro di H^(AA.'J. Il numero reale e paò 
successivamente assumere tutti i valori compresi fra -od e +», per cui questo 
spirali sono infinitamente prossime l'una all' altra e passano tutte pel punto unità. 
A misura che e si approssima a zero la corrispondente spiralo si approjsiiaa 
ad nn circolo limite passante per l'origine e che ha I' uniià per raggio: quan- 
do e si approssima ad infinito la corrispondonto spirale si approssima ad una 
retta limite, che è l'asse dei numeri reali ('}. 

Ogni punto del piano ohe non sia sul circolo unitario appartiene ad nn nn- 
moro infiniio di spirali, dal che deduciamo che ogni trasformazione lossodro- 
mica di HjlAA'] appartiene ad un numero infinito di distinti sottogruppi ad un 
parametro. 

Ogni trasformazione iperbolica dì H,(ÀA') , eccetto quella involutoria, ap- 
partiene ad un numero infinito di sottogruppi lossodromici. Le trasformazioni el- 
littiche di H((ÀA') appartengono solo al sottogruppo ellittico: la trasformazione 
involuloria è comune al sottogruppi ellittico ed iperbolico: quella identica è co- 
mune a tutti i sottogruppi : le due pseudo-trasformazioni sono comani a tutti i 
sottogruppi , ad eccezione di quello ellittico. Ognuno dei due sottogruppi losso- 
dromici ha un numero infinito di trasformazioni difi'erenti in comune. 

Teoreua 16. — Ogni sottogruppo ad un parametro di H,(AA') è coatinuo: 
ogni traaformatione non ellittica di Hj(AA'> appart-ene ad un numero influito 
di iottogruppi dittimi. 

Generazione di H,(AA') mediante trasformazioni infiiiiteaime. — Possiamo 
servirci della rappresentazione geometrica per discutere intnitivameuie la gene- 
razione delle trasformazioni finite mediante la ripetizione di una trasformazione 
infinitesima. 

Ogni spirale passa pel punto unitario, ed in corrispondenza ai due punti di 
una di esse, adiacenti al punto unitario, abbiamo due trasformazioni infinitesimo 
che appartengono ad un gruppo ad un parameiro: esse sono date da fc = e''+''^, 
e it = e"''"'"''^'. La trasformazione identica suddivide il gruppo ad un parametro 
H,(AÀ')c in due parti, ognuna delle quali contieue una trastormazione infinite- 
sima. Ciascuna delle trasformazioni finite di ognuna di queste partì del gruppo 
lossodromico ad un parametro può ritenersi generala dalla ripetizione della cor- 
rispondente trasformazione infinitesima. 

Nel gruppo ellittico, pel quale la spirale si riduce ad un circolo, ogni tra- 
sformazione può intendersi generata da una delle due trasformazioni ellittiche 



(■) Da questo punto iìno a tutto il Teorema 17 i risultati differiscono eBsesaial- 
mente da quelli dell' originale. 
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iDflnitesìme. Nel groppo iperbolico, pel qaale la spirale si riduce all' asse del 
numeri reali , le trasformaziooi per le quali k è negativo dod possono conside- 
rarsi generate dalla ripetizione di alcuna delle due trasformazioni iperboliche 
inBnltesiine. Ogni trasformazione non elliitlca di H,[AA') può intenderBÌ gene- 
rala da un numero infinito di t ras forniaz ioni infinitesime distinte, giacché ognuna 
di tali trasformazioni appartiene ad un numero infinito di distinti sottograppi. 

Teorema i7. — Ogni trasformazione fluita del gruppo Hj(AA') può ritenersi 
generata dalla ripetizione di una tratformazione infinitesima del gruppo. Ogni 
trasformaeione ellittica (non ellittica) di H^fAA') può intendersi generati da due 
{da «n numero infinito di) trasformazioni distinte. — La trasformazioni iperbo- 
liche per le quali k è negativo, non possono intendersi generate da alcuna delle 
due trasformazioni infinitesime. 

Sottogruppi a tre parametri di H^(A). — Il gruppo a quattro parametri H^(A) 
si suddivide, come già abbiamo notato, in ce* sottogruppi H,(AA'j a due para- 
metri. Mostreremo ora che le trasformazioni di B.^{A.) possono venir distribuite 
in oc' sottognippi a tre parametri. 

La legge di combinazione del prarametrl k del gruppo H^(A) è espressa 
(Teorema 12) da fcfc, = *,: scrivendo ancora, 

notiamo che se 6 e, = e , abbiamo: 

da cui deduciamo e, = e e S, = + 0,. Vediamo quindi che se fra i gruppi a due 
parametri Hj(AA') di H4(A) scegliamo quelli ad un parametro caratterizzati da 
un certo valore costante e, 1' aggregato di trasformazioni ad un parametro che 
se ne ottiene costituisce on grappo a Ire parametri H,(A)<;. È chiaro che per 
ogni valore reale di e vi è in H4(A) ano dì tali gruppi. In particolare, tutte le 
trasformazioni eltlttlcbe di H/A) formano un gruppo cHj(A): analogamente, tutto 
le trasformazioni Iperboliche di H^(A) formano un gruppo hH,(A]. 

Tboreha 18. — Tutta le trasformazioni aventi un punto invariante comune 
A e per le quaU il valore ài e nella formala k = e'^^'^' è lo $tesso, formano un 
sottogruppo F,(A)c a tre parametri del gruppo H^(A) : tanto eHg(A) che bH,(A) 
sono fra i sottogruppi di H^(A}. 

§ 7. Interpretazione di H^ net piano complesso. 

La trasformazione lineare Razionarla, 
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nella qaale coefficienti e variabili sono quantitA complesse, pnò ioterpretarsi quale 
trasformazione d'un ponto del piano complesso, ed è ciò che ora mostreremo. 

T è trasformaxioHe eiraolare. — Mostriamo dapprima che T trasforma circoli 
in circoli. 

In coordinate carteeiatie l'eqnazione d'un circolo reale è, 



(86) 



siano: a;, + iy, = a , a;, - 
lori in (35): abbiamo, 



= z tg + if = Oi,g — if = ^, e soatitniamo questi va- 



tz, +1 



= 0. 



a e ^ sono quantità complesse coniugate e tali pare sono e, e z, ; ma f è reale. 
Cambiando segno ad i in tutta l'equazione di T abbiamo: 



(37) 



as + b 



ove te quantità sormontate da nn tratto sono coniugate di quelle s 
Bostitnendo (34) e (37) in (36) e semplificando otteniamo: 



(38) 
Della quale è: 

K. = a a + pac * oac + -(cc 
M = a & 4- pc6 + aad + fcd 



Kaz + Lz + M« + N = 0, 



h=ab +■ ^ad + acb + ifcrf , 
N -' 1 6 + '^bd \r abd + -^dd. 



Facilmente scorgiamo che K ed N sono reali e ohe L ed M sono Immagi- 
narie coniugate. Sono queste le condizioni necessarie e sufficienti perchè la (38) 
rappresenti nn cìrcolo. 

La trasformazione T che trasforma ciicoli in circoli è detta circolare. 

Le rette si trasformano in circoli. — Può avvenire che K svanisca nell'equa- 
zione (38) per certi valori di a , b , e , d: essa rappresenia allora una retta. 8e 
sostituiamo i vulori (34( e (37) nell'equazione 

Acc + Bjf + C = , 

troviamo che questa retta si trasforma in un circolo: possiamo cosi dire che ì 
circoli si trasformano alcune volte In rette e le rette in circoli. 
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Nella Gleometria del piano compleaso ai considera la retta come caso par- 
ticolare del circolo ed og:ni circolo passante per nn pnnto all' infliiito del piano 
complesso è nna retta. Partendo da tale concetto la trasformazione da not consi- 
derata trasforma sempre circoli in circoli. 

Teoreua 19, — Una trat formazione lineare frazionaria a variabili complesse 
è una traiformaeione circolare del piano complesso. 

T è trasformassione conforme. — Un' altra proprietà caratteristica della no- 
stra trasformazione è quella di trasformare g^li angoli in angoli eguali. Per mo- 
strare ciò consideriamo un piccolo triangolo determinato dai punti e , z' , z" , e 
confrontiamolo col triangolo determinato dai punti 2, , z\ , z," , ad essi rispetti- 
vamente coniugati. Sostituendo in -jy- — - i valori dedotti da (.$4) otteniamo; 



Impicciolisce: le quauliljk (z,' — a,) ,{«'-«),... rappresentano 1 lati corrispon- 
denti dei due triangoli; dunque, quando 1 dne triangoli sono molto piccoli i loro 
lati sono proporzionali ed i triangoli sono simili, e perciò gli angoli si trasfor- 
mano in angoli eguali. 

La trasformazione che lascia inalterate le grandezze angolari è detta con- 
forme. 

Teoreha 20. — Una trasformazione lineare frazionaria del piano complesso 
ì una trasformatone conforme. 

T i trasformazione circolare diretta. — Supponiamo per un momento che [ 
lati del triangolo zz'z'' siano di color rosso , verde e turchino rispettivamente e 
che un osservatore collocato in z, col riso rivolto al lato opposto abbia il verde 
alta destra, il turchino alla sinistra ed il rosso davanti a sé. La trasformazione 
T cangia zz's" nel nuovo triangolo 2,8/2,", e l'osservatore nella sua nuova po- 
sizione in e, ritroverà ancora il verde alla destra ed il turchino alla siniatra. 
Questa trasformazione è detta circolare diretta. 

Vi hanno altre trasformazioni che sono tanto circolari che conformi, ma esse 
trasformerebbero il triangolo in modo tale che nella sua nuova posizione l'os- 
lervatore avrebbe il turchino a destra e il rosso a sinistra. Esse sono dette tra- 
sformazioni circolari inverse. 

Tbobsha 21. — Una trasformazione lineare frazionaria del piano complesso 
i una trasformazione circolare diretta. 

Traiettoria del gruppo H,(AA';<:. — Le successive trasformazioni del grappo 
H,(AÀ')e d' un punto P del plano complesso hanno per effetto di fargli occu- 
pare le nuove posizioni P, , P, , P, , . . . che appartengono alla traiettoria del 
punto P. La trasformazione T(AA')c fa muovere ogni punto del piano lungo 
la sua traiettoria. Determineremo ora il carattere e le proprietà di questa tra- 
iettoria. 
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Parteodo dalla forma normale 

e, — A 2 - A ' 

notiiimo ohe z si trasforma In z, per nn dato valore di , in e, per on unovo 
valore di 6 , ecc. , e noi possiamo considerare II punto z qnale pnnto fisso 

e ^^T- = C quale cosiante. Dìnotiarao con z' il punto mobile x, , e, , ... ; ot- 
teniamo: 







«■-A'rsCel^'IV-A) 


Poniamo 






'i' 


-A'- 


-r'e'f , C = f«'4 , 


abbiamo allora, 




rV!- = ?«'♦. «''«l'-™'», 


da cui 






(40) 




f'=p.'«' , »■ = <, + « 



equazioni che ci permettono di determinare le traiettorie del gruppo Hj(AA')c. 

Sìa da prima e =0: abbiamo, r' = pr , ove f è una costante. Il luogo p'eo- 
metrico del pnnio mobile z tale che il rapporto delle sue distanze da due punti 
fissi A , A' sta costante è un circolo rispetto al quale A e A' coatìtaiscono una 
coppia di punti inversi. Quindi, le traiettorie del gruppo cllitlico eH,{AA') coaii- 
tniscono un sistema ellitiico (') di circoli coassiali avente A e A' per punii eva- 
nescenti (»). 

Sia poi «l"'''''* = pe'*, reale, e da cui 6 = 0; sarà (p'-9 = iti, ove ^ é un 
angolo costante. Il luogo del punto mobile z tale che l'angolo AsA' sì mantenga 
costante è nn circolo passante per A e A': quindi le traiettorie del grappo iper- 
bolico AH,(AA') costituiscono nn sistema iperbolico di circoli coassiali ('), inier- 
secantìai nei punti A e A'. 



(') Questa denominazione deve esser stata data dall' A. per ricordare) i nomi dei 
corrispondenti gruppi di trasformazioni. 

t*) I circoli sono coassiali perchè hanno la retta AA' per comune asse di eim- 
metria. Per (> = od oo , i corriapondenti circoli del sistema ai ridaoono ai punti A 
e A' che sodo' i « circoli evanesctnti » del aistema, d e [lom inazione più adatta di quella 
usata dall' A., di punti evaneteetUi. Evidentemente i circoli del sistema corrispon- 
dono ai differenti valori di p, cioò alle varie posizioni del pnnto a. 

(*> Osservazione analoga alla precedente; AÀ' è nn asse comune di aimmatria. 
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Consideriamo in attimo il caso generaie nel quale e in et"*')' è una costante 
reale. Nell'equazione r' = pe'^'' la quantità pe'* non è costante, ma cresce di 
da a 'Iv. , da 2it a 4it , ecc. Cosi, il luogo di z non è un circolo, ma bensì una 
spirale che si svolge attorno ad A e A', e che è la ben noia doppia spirale di 
Solzmiilter; e l'equazione f ' - 9 = i}i i- 4 mostra che tale spirale taglia il sistema 
iperbolico di circoli nei punii A , A' sotto un angolo costante ^. Dunque, le 
traiettorie del gruppo lossodromico H,(AA')c formano un sistema di doppio spi- 
rali equiangole che avvolgono A e A'. 

Per ciascun valore di e si ha un differente sistema di spirali : per e = e 
e = « il sistema di spirali s! riduce rispettivamente a sistemi ellittici ed iper- 
bolici di circoli. 

Teorbua 22. — Le traiettorie d'un gruppo lossodromico ad un parametro 
U,(AA'.c costituiscono un sistema di doppie spirali che si soolijono attorno ai 
punti invarianti A e A': te traiettorie di eH,(AA') ed hHi(AA') sono rispettiva- 
mente sistemi ellittici ed iperbolici di circoli passanti pei punti A e A'. 

Traiettorie di H,(A)'>. — Le traiettorie d'un gruppo parabolico ad un para- 
metro possono venir determinate nel modo seguente : lu forma normale di una 
trasformazione parabolica è, 

1 1 



SQpponiamo che z sia an punto (isso e z, un punto mobile del quale vogliamo 
deturmiuare il luogo. Possiamo scrivere la (41) sotto la forma 



die ponendo 



R'e"' = ?«'■'»+*'■«'+ Re'», 
da gqì ricaviamo, 

f42i R' = prR , •' = + j[ + (p H(.. 

Per essere ^, 6 o n costanti, abbiamo cp' — ip -z cost,, per cui scorgiamo ohe 
il laogo di z, 6 un circolo passante per A e z, punti Assi. 

Se z è dato in dìSerenti posizioni nel piano, abbiamo un sistema di circoli 
pitssanti per A: l'angolo (ji varia colia posizione dì z ; ma è costante, e dunque 
tutti i circoli del sistema sono tangenti in A, ed è l'angolo fatto coll'ossc dei 
namcri reaii dalla comune tangente in A. Cosi, le traiettorie del gruppo H,(A)9 
consistono di un sistema parabolico di circoli tangenti l'uno all'altro in A ed 
alla curva che passando per A fa l'angolo 6 coll'asse dei numeri reali. 
VOL. xuii. 8 
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Teobeua 23.— Le traiettorie del gruppo ad un parametro H,(A)S consigtono 
di un eùtema parabolico di circoli passanti per A ed aventi l'elentento lineare 
A6 in comune. 

§ 8. Altri sottogruppi di Hg. 

Il gruppo hHj{ AC),— Quanto abbiamo detto al § 6 ci dà modo di ricercare 
altri importanti aottognippi di Hj. 

Consideriamo il gruppo iperbolico AHj(A): esso, come già sappiamo, con- 
tiene CD* BOttopruppi AH,(AA'), e la risultante di ogni coppia di trasformazioni 
AT(AA'), AT,(AA'i) dì AHjfA) è una trastormazione iperbolica ftT,{AA'j). Ora, 
sapendo che è k^=kk^ , Togliamo determinare la posizione del punlo A',. 

Le traiettorie dei due gruppi AH,(AA') ed ftH{AA',) hanno un circolo in co- 
mune, cioè (C), passarne pei punti A, A', A',. Questo circolo è perciò invariante 
nella trasformazione Tj(AA',i risaltante: quindi, A'g è sul circolo (C). 

Il sistema di trasformazioni che lasciano A e (C) invarianti ha proprietà 
di grappo e costituisce un gruppo a due parametri AH,(ACf che contiene co' sot- 
togi'uppi iperbolici ad un parametro, uno per ciascuno dei pumi di (C), ed nn 
sottogruppo parabolico H,(A/) che ha (C) fra le sue traiettorie. 

Il sottogruppo Hj(C}.— Vi ha un ginippo a due parametri AH,(AC) che cor- 
risponde a ciascuno dei punti di (C). Lo oc* trasformazioni che ne risultano la- 
sciano (C) invariante, ma, come vedremo, non coslituiscono un gruppo. Vi hanno 
inoltre qd^ trasformazioni ellittiche che lasciano (Ci invariante. 

L'aggregato di trasformazioni che lasciano (C) invariante costituisce un 
gruppo a tre parametri ilj{C). Esso contieni! oo^ trasformazioni iperboliche, >»* 
trasformazioni ellittiche e oc* trasformazioni paraboliche, e si scinde in sotto- 
gruppi net modo seguente: 

Hs{Cj = 'cD'Hi,(AC)+ <»*eH,(AA')= »*AH,(AA')+ Qc''eH,(AA') *■ (»'H',(A}. 

Evidentemente il gruppo Hg contiene oc' sottogruppi del genere di Hj(C), uno 
per ciascuno dei circoli del piano complesso. 

Teorema 24. — Le traa/'ormazioni del piano complesso che lasciano un cir- 
colo (C) invariante costituiscono itii gruppo a tre parametri Hj(C) formato di 
tutte le trasformazioni iperboliche i cui punti invarianti sono sul cìrcolo; di tutte 
le trasformazioni ellittiche i cui punti invarianti sono coppie di punti inverai 
rispetto a (C) e di tutte le trasformazioni paraboliche il cui punto incartante 
appartiene a (G) e la cui curva invariante è tangente a questo circolo nel punlo 
invariante. 

Il gruppo ^^(iC). — Vi lia un altro tipo di gruppo a tre parametri, intera- 
mente formato da trasformazioni ellittiche, e che 6 intimamente legato al grappo 
Hj(C). Questo gruppo di trasformazioni del piano complesso lascia invariante an 
circolo immaginario (IG) il cui centro é il punto reale O ed il coi raggio è l'R. 
II centro è sulla retta AA', fra A e A', e questi due punti formano rispetto 
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ad (iC) una coppia di punti inversi. Da ciò dedociamo OA-OA'=-K*, e nel caso 
d'on circolo reale (C) abbiamo, OA-OA'~R*. Tutte le trasformazioni del gruppo 
(Hi(AA') lasciano il circolo (iC) invariante e lasciano invarianti anche altri od' 
circoli. 

Nel piano sono oc" coppie di punti inverai rispetto ad (iC) e tutte soddisfano 
alla relazione OA-OA'=— B*: ognuna di tali coppie costituÌBCc i ponti invarianti 
di Oli gruppo di trasformazioni ellittiche ad un parametro ed (iC) b una traiet- 
toria di ciascuno di tali gruppi. Vediamo da ciò che vi hanno cc^ trasforma- 
zioni che lasciano (tC) invariante e formanti un gruppo a tre parametri Hj(fC)- 
che contiene solamente trasformazioni ellìtiiche. Evidentemente il gruppo Hg con- 
tiene od* sottogruppi Hj(tC), nno per ciascuno dei circoli immaginari del piano 
complesso. 

Teobeua 2fi.— Vi sono nel piano complesso oo^ trasformazioni che lasciano 
invariante un dato circolo ivimaginario (iC)r esse cosliluiscono un gruppo H^iiC). 
dnetlo gruppo è interamente formato di trasformnzìoni ellittiche aventi per punti 
invarianti coppie di punti inversi rispetto a (iC). 

Non esistono altri sottogruppi di Hg. — La Irasformazìono circolare trasforma 
circoli in circoli e punti in punti: abbiamo considerato tutti i possibili gruppi 
che luecìano invarianti uno o due punti ed abbiamo detto che la trasformazione 
die lascia invarianti più di due punti è identica. Abbiamo anche considerato 
tutti i possibili gruppi d! trasformazioni che lasciano invariante un circolo: vi 
ha Dn gruppo continuo caratterizzato dall' tnvariantivita di c^irtn curva diversa 
dai circolo: tale curva deve essere la traiettoria d'un gruppo ad un parametro. 
L'unica traiettoria diversa dal circolo è la doppia spirale di Holzmtiller: 
essa ha due punti singolari ed è invariante solo per quelle trasformazioni che 
appunto hanno questi due punti singolari quali punti invarianti. Vi è quindi un 
solo gruppo ad un parametro che lascia invariante questa doppia spirale 

Le precedenti consideraziuni mostrano che non vi sono altri sottogruppi 



§ 9. Il sottogruppo reale di Hj, 



RHj quale caso particolare di H,(C).— Abbiamo già ricordato che nella Geo- 
metria del piano complesso la retta è considerata quale caso particolare del cir- 
colo; é poiché ogni circolo del piano è circolo invariante d'un gruppo Hj(C) a 
tre parametri, ne segue che ogni curva del piano è pure invariante rispetto al 
puppo H,tL), isomorfo con Hg(C). Uno di tali gruppi RHj(L) lascia invariante 
l'asse dei numeri reali del piano complesso, ed è detto sottogruppo reale di Hg. 
La ena equazione fe 



(43) 



e bv Google 



)(60ì( 

nella qnale i coefficienti sono quantità reali ' '}. La struttara e le proprietà di BHg(L) 
sono identiche a quelle di ììg{C). 

Teorema 2G, — li ffruppo a tre parametri di trasformazioni reali proiettive 
di una curva reale è un sottogruppo particolare del gruppo a sei parametri di 
trasformazioni circolari del piano complesso. 

Proprietà di RH5{L).— Le propiieià del grappo reale proiettivo ad nn para- 
metro, che ora indicheremo con Rfij, possono voiiir determinale in due divei-ai 
modi: o dedncendole dalle proprietà del groppo Hj,'C} o facendole diretiamenie 
derivare dail'cqnazjone (43). Gli sviluppi analirici dei paragrafi 1, 2, 3, i si ap- 
plicano anche all'equazione (1) tanto so i coefficienti a, b, e, d sono reali che 
se sono compiessi. 

Dalle proprietà note di H,(C), indicate nel § 8, possiamo dedarre per RG, 
le seguenti : 

Il grappo reale di traiiformazioni proiciiive RG, contiene tre generi di tra- 
sformazioni: l'iperbolica, l'ellittica, la parabolica. La prima ha due punti inva- 
rianti reali, la seconda ha due ponti invarianti itninaginari coniugati, la terza 
lia un punto invariante reale.— Il gruppo RGj si scinde in e»' sottogruppi RGj(A), 
uno per ciascun punto reale della curva: si scinde inoltre in sottogruppi ad un 
parametro: qd8ARG,CAA'j , QD'eRG,(AA') , c»VRG,(A^. I parametri naturali di 
ARG,(AA') sono A, A' e k, tutti reali ; quelli di «RGt(AA') sono ancora A, A' e 
k, ma i primi due sono immaginari coniugali e A: è della forma e'^. I parametri 
di jjRG,(A} sono A e (, entrambi reali. 

Gruppi reali generati da trasformazioni infinitesime. — Consideriamo per 
primo il gruppo ARG,(AA'}: il suo parametro naturale è &, sempre numero reale. 
La sua trasrormazione identica è data da A-— 1: le due date da k-l±d, dove rf 
è una quantità reale e positiva, sono trasformazioni infinitesime: quelle per le 
quali k è compreso fra 1 ed ce possono venir generate dalle trasformazioni in- 
finitesime per le quali sia k=l i- d. Una conveniente scelia di n può far al che 
(1 + d)" sia nn numero qualunque maggiore dell'unità. Vediamo allo stesso modo 
che le trasformazioni del gruppo per le quali k è compreso fra 1 e possono 
ritenersi generate dulia ripetìzioue della trasformazione infinitesima per la quale 
è ft = 1 - d. 

Le trasformazioni di ARG,(AA') per le quali k è negativo non possono esser 
generate da nessuna trasformazione infinitesima del gruppo: esse possono essere 
generate da trasformazioni complesse, ma non reali. Distinguiamo quindi in 
ABG,(AA') tre suddivisioni: nella suddivisione I sono ile trasformazioni per le 
quali k è positivo e minore di 1 ; nella seconda, II, sono le trasformazioni per 
le quali k è compreso fra 1 ed oc : nella terza, III, sono le trasformazioni per 
le quali k è negativo. 



(') Questa distinzione fra valori reali ed immaginari della variabile mi para su- 
perflua. Probabilmente la restrizione dell' A. si applica solo alla definizione di que- 
sto sottogruppo: < il sottogruppo reale é un sottogruppo che non trasforma che 
punti reali i>. 
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Tboreha 2'(. — // gruppo hRG[(AA') è formato da ire tuddivlaioni rispetti- 
pamenle caratterizzate da < k < 1, 1 < k <' oc, k < 0; le suddirisioni I e II con- 
tengono ognuna una trasformazione infiniteeivia generatrice: la tuddivieione III 
i formata di trasformazioni che non possono essere generate da neesitna trasfor- 
mazione infinitesima del gruppo. 

Proprietà del gruppo eGIIi(AA'). — Nel sottogruppo ellìttico di RGj il para- 
metro nalarale k è delta forina e'* : il valore di h paò esser limitato all' inter- 
vallo -i<6<i:. Le trasformazioni idontioa ed iiivolntoriit del gruppo, per le 
qaalì è = ± ii, cioè k = — I, deleraiinaDO nel gruppo dae suddivisioni, cinscuna 
delle quali contiene una trasformazione iuHnitesima data da b - ± S , essendo & 
vn infinitesimo reale. Ogni trasfonnazione del gruppo pa& intendersi generata da 
QDa delle due trasformazioni infiuìtesìme. 

TEOBKifA 28. — Il gruppo eRG,(AA') contiene due trasformazioni infinitesime 
date da 6 ^- ± 3, ciascuna delle quali può generare l'intero gruppo. 

Proprietà dei gruppo pRG,(A).— Il gruppo parabolico pRG|(A) è a parametro 
t reale, e la le^e dì combinazione dei parametri è espressa da t^ = t + f,. Poi- 
ché la trasformazione identica è data da ( — 0, segue ohe il gruppo possiede 
dae trasformazioni infinitesime date da -f-S e — S. Ogni trasformazione ìnfìnite- 
Eima genera la corrispondente suddivisione del grnppo, che dunque comprende 
dae Bnddi visioni: per l'una ( è positivo, per l'altra è negativo. 

Teoreiia '29. — Il gruppo pRG,(A) comprende due suddivisioni, ciascuna 
delle quali ctmtiene la trasformazione infinitesima, sua generatrice. 



TAVOLA DEI GRUPPI CONTINUI AD UN PARAMETRO 



Nella tavola seguente sono raggruppate a seconda dei loro tipi le quattor- 
dici varietà di gruppi contìnui di trasformazioni ad un parametro: vi è pure no- 
tata la struttura di ognuno di essi. 



Gri;ppi losbodrouioi. 



Simbolo 

gjH,(AA'j^ 
3 H,{A)= 

!H,(aA')c , 
H,(A)c= 



Struttura 

H,( AA'J i-AH,( a A') + eH,( AA'), 

a)tH,(AJ')+pH,(A)+hHjCA)+eH,(A), 

oa*Et(ÀA'}+ (K^pHJA)+ Qo'AHJJ) 



a.»H,(A4')c+pH(A), 



Figura invariante 

due punti; 

un punto ; 

non ha figura invariante : 

due punti ed un sistema 

di doppie spirali; 

nn punto : 
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pH,(A)= 



)( 62 )( 
Gruppi iperbolici. 



AH,{AAO, 
H,{AC) = 


a.'AH,(AA'j+?.H,(A), , 


dae punti ed nn sistema iperbo- 
lico di circoli; 
nn circolo e un punto hu di esso; 


m,(A).-. 


<»*AH,{AA')+i*Hj,(A) , 


un punto ; 


H,(C)= 


(»»AH,(.1^')4 o.'eH,Md'H- «.';»H,(A)(, 


un circolo: 




GaOPPI ELLITTICI. 


eH,(AA'), 




due punti ed un sistema 
ellittico di circoli; 


«H,(A)= 


a:»eH,(A^'j+;,H,(A), 


un punto; 


Hs(/Cj = 


OD»eH,(iid') , 





Gruppi parabolici. 



=VH,{A)g 



un punto ed un sistema 
parabolico di circoli ; 



Errata-OOTrlge — A pag. 337, linea 30, del volume XLIE (11° della 2 
rie — 1904) invece di fruttate leggi frustrate. 
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DUK TKOlìKMI m DliTHRMlNANTI 



Dott. LUIGI CARLINI 



1. Premettiamo alcune considerazioni sulle combinazioni eemptici ad A ad A 
di n elementi distinti. 

Intenderemo che in of^ni combinazione gli elementi siano dispoiìti in ordine 
diretto, cioè nell'ordine in cai vengono assunti da principio. 

Raccogliamo 1° (>.) combinazioni in gruppi, ponendo in ano stesso gruppo 
quelle combinazioni che hanno in comune il primo elemento: un tale grappo lo 
diremo di l" ordine. 

Si hanno in tatto n—h+1 grappi di lo ordine, che distingueremo in 1°, 2»,...; 

I'',"" gruppo di lo ordine contiene (fc_V) combinazioni. Fra queste (^ZV) 
combinazioni scogliamo quelle che hanno in comune ì due primi clementi: l'in- 
Eieme di queste aliime costituirà un gruppo, che diremo di 2° ordine. 

Il numero di tali gruppi di 2° ordine è evidentemente uguale al numero dei 
gruppi di 1° ordine che si possono formare colle combinazioni ad A— I ad Al 
di n— I, elementi, cioè n—i^~h^2, che distingueremo in 1", 20,...; l'i^"" di questi 
gruppi contiene ("ilio**) combinazioni. Fra queste ("T!1o'*) combinazioni 
scegliamo quelle che hanno in cornane t tre primi elementi: l'insieme di quest'ul- 
time costltairà un gruppo che diremo di 3° ordine. 

Il numero dì tati gruppi di 3° ordine è evidentemente uguale ai numero dei 
gruppi di lo ordine che si possono formare colle combinazioni ad A-2 ad k~2 
di B— (,-i, elementi, cioè n—i^-if—h+'à, che distingueremo in 1", Z"»^.. ; r/j""* dì 

questi gruppi contiene ("~iZ'/~'') combinazioni. 

Procedendo cosi potremo definire i gruppi di 4° ordine, poi quelli di 5" or- 
dine, ecc. 

In generale tutte le combinazioni che hanno in comune i primi a clementi, 
formano un grappo di o""" ordine; il numero di tali gruppi è evidentemente u- 
gaale al numero dei gruppi di I' ordine che si possono formnro' colle combina 
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zioni ad h—at-l ad k-a+l di «— ^i-^j-...— >a-i elementf, cioè n-i,-ij-...-f,_,— ft+o, 
che distingaoiemo in [■>, 2»,...; ì'ig"' di questi grappi contiene |"~*i"'^~—~'o J 
combinazioni. 

E evidente che un grappo di o"" ordine è sottogruppo di un gruppo di 
(o— Ij""* ordine. 

Se conveniamo di scrivere tutte le ( , J combinazioni ana dopo l'altra in 
modo che per prime si trovino le combintizioni del 1" grappo di l"» ordine, poi 
quelle del 'À" gruppo, poi quelle del 3" gruppo, ecc., e se in ogni gruppo di 
lo ordine le combinazioni vengono distribuite In modo che per prime si trovino 
quelle che appartengono al 1» gruppo di 2" ordine, poi quelle del 2" gruppo ecc., 
e se analogamente procedinmo per i gruppi degli ordini successivi, ogni comhi- 
nazione andrà ad occupare un posto ben definito, e si potrft stabilire una cor- 
rispondenza biunivoca Tra le combinazioni considerate e la serie dei numeri na- 
turali da 1 ad ( ^). 

Diremo che in tal modo si è formato un aiutema ordinato di combinazioni ('). 

Por esempio, coi numeri 1, 2, 3, 4, 5, 6, combinati a ire a tre, si formerà 
il seguente sistema ordinato di combinazioni : 

123, 124, 125, 126, 134, 136, 136, 145, 146, 156, \ 

234, 235, 236, 245, 246, 256, / 

(1) 
345, 346, 356, \ 

456. , 



2, Sia i,ì\ 



\i^ • ■ • Ìa **"" delle I . j combinazioni ad h ad A dei numeri 1, 2,...,h 
e proponiamoci di determinare il numero r corrispondente al posto che essa oc 
cupa nel sistema ordinato di combinazioni. 

Perciò osserviamo che la cumbinazione considerata appartiene all'i', *^ groppo 
di 1" ordino, ed in questo appartiene all' (i,— tj)"" grappo di 2" ordine, ed in 
questo all'{(3— I,)""' gruppo di 3" ordine, ecc., quindi è preceduta da 



Zipft \ h h ) Zj'J Zjpo V A-e / 



(') Veggasi: N. Trudi, 3e* 
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eom binazioni, cioè si ha : 

Neil' applicare qaeeta formnln bisogna porre i^ = 0, ed aver presente che 6 
ddIIo un sao sommatorio quando l'estremo superiore risulta ugnale a zero. 

Per esemplo per la comblnazloue 346, appartenente al sistema ordinato (1), 
essendo n=6, A=3, »,=3, ij=4, ij=6, si ha : 

' = t,a') - tr^'-) * t^to") ^ ' - - ii) ' il) - = ■»• 

Viceversa, dato il numeror^l . V si pnò trovare la combinazione corri- 
spondente, operando come eegne: Si trovi 11 massimo valore di t, per il quale 
risalti : 

e sia r, la diifcrenza fì-a r ed il sommatorlo ; si trovi il massimo valore di i, per 
il quale risolti : 

e sia r, la diiFerenza fra r, ed il nuovo sommatorlo, e cosi ai proceda adope- 
rando tutti gli h sommatori che figurano nella (2). La combinazione {,1} ... t\ è, 
come facilmente si riconosce, la domandata. 

3. Chinderemo quest'argomento colla determinazione dei numeri corrispon- 
denti al posti che nel sistema ordinato delle combinazioni ad ft ad & dei numeri 
I, 3, ... , n, sono occupati dalle A-Hl combinazioni formate cogli h+l nanieri sac- 
cessivì : 

i,i + l,i + 2,...,i + h, {i^n-h). 

Perciò consideriamo la combinazione che contiene tutti i numeri scelti, meno 
il nnmero i-l-ilc. Il nnmero, che Indicheremo con r^ ^, corrispondente al posto 
da essa decapato, si otterrà dalla (2) ponendovi 

i, = I , t, = i + l , . . . , t» = t + fc - 1 , t»j.i =i f-k + l , .. . ,i^=i ^h; 

dopo facUIssime ridazioni, e sastitnendo p, con p, otteniamo : 



=s,(n)-(r*:?)+'- 



e b, Google 



)( 66 )( 

Ponendo in questa forcaula saccesslvamente k = 0, 1,2, . . . ,h, ai otterranno 
gli h+1 nnmeri corrispondenti ai posti occupati dalle combinazioni che si otten- 
gono dai namerì scelti, sopprimendo ordinatamente 11 primo numero, il secondo 
numero, ecc. 

4. Consideriamo ora 11 determinante 



ed indicbiamo con A'^V,> '' >n>norc d'ordine h, preso col segno cbe gli compete, 
comune alla r** matrice di h orizzontali ed alla s"° matrice di A verticali, in- 
tendendo le matrici (formate sia colle orizzontali che colle verticali prese ad h 
ad h, secondo l'ordine con cui si seguono in D) disposte in modo che i loro in- 
dici corrispondano alle successive combinazioni del sistema ordinato di combi- 
nazioni ad ft ad A def numeri 1, 2, ... , n. 

Immaginiamo moltiplicate le m verticali successive d'ordine t, t+l,..,i+m-l, 
(l'^n— m 4 1) di rispettivamente per i minori 



A"; 



i secondi indici dei quali si ottengono dalla (3) ponendovi h=m-l , e addizio- 
niamo i prodotti appartenenti ad una stessa orizzontale. 
Otteniamo cosi n somme del tipo: 



2.—*:r 



le quali sono nulle per tutti 1 valori di s inferiori ad m (giacché in tal caso esse 
rappresentano lo sviluppo dì determinanti aventi due orizzontali identiche), men- 
tre 6: 



= A'-V. 



(i=i, %■■ 



essendo, per la |3), (nella quale s' intende cambiato il simbolo r con « e si fa 
h = k = m): 



-.-Zin)-' 



(3') 



Premesso ciò osserviamo che colle n verticali del determinante D si pos- 
sono formare n— wt-H matrici contenenti m verticali successive; quindi, se per 
ciascuna di queste matrici operiamo come or ora abbiamo indicato e sostituiamo 
in D agli elementi delle n—m+1 ultime verticali ordinatamente le somme del 
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tipo (4), veniamo a moltiplicare il detorminaate per il prodotto 

a;""" a'"-" . . . A'"-" 



-■'-"%&)* 



i, 



(8") 



tneotre il determinante bì muta in qd altro in cai gli »— m -i 1 attimi elementi 
delle prime m— l orizzontali sono tuitì nulli ed i primi tn— 1 elementi di queste 
stesse orizzontali sono rimasti invariati. 

Ma questi elementi non nulli formano il minore A''"'''),^ > Quindi sop- 

primendo qaeeto fattore, si ottiene, per la (5) : 

A'"',., A<"\ , -A'"'!,. 

",, A'-'.,. ..A'-',,_._^. 



I A*"*'^ 



A*"''».™^.,,. 



in cui, per brevità, si è posto r^ In luogo di r^^., ed Sf in luogo di e,„. 

Siamo cob) pervenuti al seguente teorema : 

Un determinante d'ordine n può essere espreeso, a meno di un fattore ( pro- 
dotto di minori d'ordine m— 1 del dato), con wn determinante d'ordine n— m+1, 
i cui elementi sono minori d'ordine m del dato. 

Conseguenza immediata dì questo teorema è l'altro : 

j^e tutti' i minori d' ordine m d' un determinante d' ordine n sono divisibili 
per un numero p, (sema che lo siano i minori d' ordine m — 1) »/ determinante 
dato è divisibile per p""""'. 

Osserviamo che quest'ultimo teorema contiene di più di quanto è sufficiente 
sia soddisfano onde si possa concludere che il determinarne D eia divisibile per 
^n-Mf-i infjittj^ poicbè scambiando in modo qualunque tr& loro le orizzontati e 
n*B loro te verticali di un determinante il suo valore assoluto non si altera, pos- 
siamo asserire che, se per almeno uno dei determinanti che si deducono da ]> 
eseguendo gli scambi ora indicati, i minori d'ordine m, che flgurano come ele- 
menti nel determinante del secondo membro della corrispondente relazione (6), 
sono divisibili per un numero p, senza che lo siano i minori d'ordine m~l che 
ai trovano net primo membro, il determinante D è divisibile per p""*'*''. 

I due teoremi precedenti comprendono come casi particolari due noti teo- 
remi che si ottengono supponendo m - 2 ('). 

Bergamo, giugno 1904, 



(') E. Pascal, I determinanti, § 6.— Manuali Hoepti, Milano 189T. Veggasi 
ftDOhe: V. Janni, Dimostratsione di alcuni teoremi sui determinanti, 0-Ìomale di 
Battaglio i, Voi. XII, pag. 142. 
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SULL'ESTENSIONE Di UN TEOREMA DI CLEBSCH 



Dott. ALPINOLO NATUCCI 



1. In una nota poBtnma df Clebsch bì trova enanoiato seosa dimostra- 
KÌonQ il segnente teorema: 

« In tutte le coUmeazioni nelle qnali i pnntf oorrispondeiui a cinque punti dati, 
< giacciono bq cinque rette date, v'è an sesto punto che ha i suoi corriapon- 
« denti tutti sopra una retta. — li punto e la retta si possono costruire linear- 
c mente (*) >. 

Questo teorema fa dimostrato quasi nello stesso tempo, con metodo analitico, 
da V B 8 (>} e da R o a a n e s ('J, e qualciie anno dopo da S t u r m con un pro- 
cedimento fondato sui risultati del problema della proiettività nel piano (*)■ 

Il prof- Castelnuovo l'tia esteso agli spazi a n — 1 dimensioni, ennn- 
ciandolo per le correlazioni, come Rosanos e Sturm ('). 

Io mostrerò che il teorema non conserva quel carattere di generalità che 
ba nel piano, e col ricercare i casi in cui è valido, stabilirà per altra via il teo- 
rema dì Castelnuovo. 

2. Introduciamo prima alcune denominazioni: 

Data nna forma bilineare nelle coordinate omogenee di punto in due spazi 
a «- 1 dimensioni CS**'„_, , S'*),.,): 

(1) f(':,l/) = \.a^ -x^-y. , {>.,tt=l,2,...M), 



(') " Ueber ein neues QrundgebìJile der analytischen Geometrie der Kbene „ 
Math. Annalen Bd. VI, p. 20.'J. 

(■) Matb. Annalen. Bd. XV, p. 355. 

(*) " Ueber linea r-abh&ngige Pnnkt-sjstenie „. Journal fUr Math. Bd. 88. 

(*) " Ueber Coiitneatiou und Correlation „ § ^i Math. Annalen. Bd. 22. 

(') "Su certi gruppi associati di punti ^ n. 9 — Bend. del Cìrcolo Matematicp 
di Palermo, t. III, 1889. 
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bì diri coppia nulla della forma, ogni coppia di ponti ohe soddisfi l' equazione 
f{x,y) = 0. Facendo corrispondere a ogni pnnto di nno dei dne spazi , l' Iper- 
pisDO dei ponti che con esso danno. coppie naile, si verrà a stabilire fìra i due 
spazi ana correlazione , e le coppie nnlle della forma saranuo coppie di panti 
coningati nella oorrelazlone. 

La correlazione sarà degenere, se la forma sarà tpeciale, ossia si scinderà In 
dun fìittori lineari , ano nelle sole x , V altro nolle sole y, Qaesti fattori , àgna- 
gliati a zero rappresentano due iperpian! lingolari nella correlazione. 

Diremo coniugate dae forme bltlneari, ana In coordinate di ponto (1), I' al- 
tra iD coordinate d'iperpiano: 

che soddisfino eoi loro coefficienti alla relazione: 
(8) £oi,,.aj., = 0. 

Se le forme sono speciali, nn ponto singolare dell' ona dovrà trovarsi sa nn 
Iperplano singolare dell' altra, e reciprocamente. 

Oruppo di forme d'ordine p 6 la totalità delle forme che si ottengono com- 
binando linearmente p forme: 

f'Kx,y),...,r>(x,y). 

Cfrvppi coniugati, sono dne grappi tali che ogni forma dell' nno sia coniu- 
gala a ogni forma dell' altro: per questo è necessario e sufficiente, come deriva 
dalla linearità della (3), che ognona delle forme fondamentali del primo grnppo, 
sia coningaia a ognuna delle forme fondamentali del secondo. 

Le forme coniogate a no gruppo d' ordine p , dovendo coi loro coefficienti 
soddisfare p condizioni lineari, formano nn grappo d'ordine n* - p. 

Supponiamo che di doe forme coniugate f^x , y) , 9(u , u) , ona sia speciale; 
sta per es. 

?(«,») = ic(»)-p{r); 

allora la (3) diviene: 

e ci mostra che i punti singolari costituiscono una coppia nulla dell'altra forma. 
Sossisie anche la proprietà inversa; dunque le coppie nulle comonl alle forme 
di un grappo, saranno tutte e sole le coppie di elementi singolari dette forme 
speciali del grnppo coningato. 

3. Biceroando ora il numero delle coppie nulle comoni ai gruppi dei vari 
ordhii, troviamo senza difficoltà, che ou'unica forma ne ha [»'"-')+("-" , nn gruppo 
di 2» ordine oc'""''''''"" , un grappo di Z" ordine, ool"--')*('*-*» , o cosi via. 



e bv Google 



KTOK 

Un groppo d' ordine it, ne avr& o»'*''. Infatti, Indiofalamo brevemente con 

I risaltati dell' eliminazione delle quantità y e x dalle equazioni: 

(4) f»=.0 , /(«=0 , . . , /("J^O, 

ottenute coli' ngaagliare a zero le forme fondamentali. Un pnnto x apparterrà 
a nna coppia naila oomane, soltanto se ai trova sali' IpersnperBoie d'ordine », 
D(a!") = , cosi nn pnnto y soltanto quando appartiene all' ipersuperBoie 4(y*)=0; 
perchè solunto sotto queste ooodlzioDi, le (4i amiaettono ana soluzione nelle ]/ 
e nelle x rlsp. Le coppie nulle comuni, quindi si hanno associando a ogni pnnto 
d' una ipersoperfloio , un pnnto determinato dell' altra, ohe viene cosi riferita 
bitmlvooamente alla prima. 

Se il gruppo & d' ordine n + 1 , definito dalle forme f^,f^,.-., f"*'^, 
posto: 

/"' = ffi/.*''(a:) + y/,< V) + . . . + V^n^'Kx) , (i = 1 , a , . . . , n + l), 

i panti X delle coppie nulle comuni dovranno annullare tutti i minori di grado 
n, non tutti quelli di grado n + l , della matrice: 






ranno una varietà a n — 3 dimensioni. 

Cosi i punti X 6 i punti y delle coppie nulle comuni a nn gruppo d'ordine 



n + 2, costituiscono due varietà di dimensione n— 4, e d'ordine 



n(nrl)(n + 2) 



1-2-3 • 

Le coppie naile comuni a un gruppo d' ordine 2n - 8 , sono formato dalle cop- 
pie di punti corrispondenti di due curve, d'ordine i-l-U : riferite 

■^ ^ l-'i . . . {it — 2} ' 

binulvocamente, e finalmente quelle comuni a un gruppo d' ordine 2n - 3 sodo 



(*) 0. Se gre "Gli ordini delle varietà oHe anniillano i determinanti di di- 
versi gradi estratti da nna data matrice „. Atti della Regia Accad. dai Lincei— 
B. 5», voi. IX. 
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1-2 . . . {«-!) 
grappi d'ordine maggiore non avranno ìq generale coppie nolle comuni. 

4. Si può ora stabilire la condizione perchè p coppie di pnnti: 

(ad) , ffCl) , . . . , (a!<« , y<P')i 

godano delia proprietà di essere tutte, coppie di ponti coniagati in ogni corre- 
lazione che abbia come tali j> — 1 qualunque di esse. 

Presa una forma /fa; , y) coi cofScienti aj^ indeterminati , la matrice delle 
espressioni che moltiplicano le a^^^ nelle relazioni: 

Aa"> , ff'»') , A*'" , tf'") , . . . ri»*' , v*"') . 

dovrà essere di caratteristica p - 1 , e quindi sarà possibile determinare p co- 
sranti non tutte nulle ^i > ^t > ■ • > ^^ r in modo cbe sassista identicamente nei 
coefficienti la relazione: 

(5) Xj^K») , yO) + V(«'*' 1 V'") + • - • + >/(«''' , tf'") = 0. 

Indicando come sopra con «<,«!, le coordinate correnti d'iperpiano in 8<'''„_, 
e in S"'^, , e ponendo: 

(6) «Lit-wx'"!.» 
avremo: 

(7) X, u{«I")'»0/"0 + X,«(a!'")-»(y<*') + ■ . • + X,a(a!WM»(v<«) = 0. 

Reciprocameato dalla (7), colla trasformazione (6), si ricara la (5); danque la 
condizione cercata, è che le equazioni dei punti delie coppie siano legate da 
Qn' identità della forma (7). 

Le p coppie le diremo con Bosanes lfn«ami«at« dipendènti; i pnnti di 
una coppia li chiameremo funti omologhi. 

5. Ciò posto , prendiamo nei due spazi S('',_j , S^''^^.] < 3n - 1 coppie di 
punti: {xW , pf) , . , . (a'»""" , y'»™-») , e consideriamo il gruppo d'ordine 9n - 1, 
defluito dalle forme speciali che le hanno per coppie singolari, e il grappo conln- 
gato d'ordine n(it - 2) f 1. Se esistesse un'altra coppia (2""* , y'**') > nulla ri- 
(petto a tutte le forme che hanno per coppie nulle le date, si avrebbe l'identità: 

(8) !,«(«">) -«(y»)) 4. l,«(«W).i.(y(»)) + . . . + Xfc,_,t.(«»"-^).»(*»"-") + 
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e qntndi la forma speciale che ha f ponti deiia coppia per panti singolari, do- 
vrebbe appartenere al grappo d'ordine 2n— 1. Il grappo d'ordine «<n — 2) + l, 
avrebbe allora, oltre le 3n — 1 date, an' altra coppia nulla oomnne. 

Poiché qaeBto in generale non pa6 avvenire, essendo il grappo d'ordine mag- 
giere di 2» - 2 , si conclade che in generale per n > 3 , le oo"'""*' correlazioni 
che hanno come coppie di punti coniugati 2n - 1 coppie date , non oe avranno 
nessun' altra comune. 

II teorema di C 1 e b s e h dunque è generale soltanto per il piano. 

6. Per vedere in quali casi sussiste, occorre stabilire altre poche noEionl. 
Diremo aggiunta della forma f{x , g), la forma: 

che ba per coefflcienti gli aggiunti degli etementi del determinante [oj^,^!- Un 
punto e un' iperpiano ohe si corrispondano nella correlazione f[x ,t/)=0, ai cor- 
rispondono anche in 0(u , v) = 0. 

Due «-goni posti l'ano (n. S!*',^, , l'altro in S'^'^., , e tali che le facole del- 
l' uno corrispondano al vertici dell' altro in una correlazione, al diranno polari 
tanto nella correlazione, <)Qanto rispetto alla forma corrispondente. Note le fac- 
cio dei due n-goni a(">a(t*' . . . «('■' ; fei'"6jW' . . . b^"> ; i vertici del primo a'*' , 
a**' , . . , a'"' , hanno per coordinate gli aggiantl delle <!,'*> nei determinante 
S ± a,"'aj'*' . . . «„<"' , e qaelli del secondo: g"' , 0* , . . , p"*' , hanno per coor- 
dinate gli aggiunti delle &/*' nel determinante X^bi^^ib^^** , .^ (/^["i. 

Le n(n — 1) coppie di punti: 

(aiii,p(i)) (aH),pt»))'. . . (a(»,pi— »)j (aC , pO) 
(o(») , pi')) . (ad) , p(»)) . . , (a<»l . pt"->l) («(«) , gc)) 



(a<'') , 'fW) (al-) , pW) («e» , p<«) . . . («W , gc-'l) , 

sono coppie nulle di f(x,jf),e perciò i loro panti sonopootl slsgolarl di for ' 
me speciali coniugate. Queste, se le fsccie di eiascun n-gono sono tutte distinte 
^a loro, sono linearmente indipendenti |'J, e defluiscono un grappo d'.ordine ' 
«{h — 1 ). 

La forma f{x , y) appartenendo al groppo coniugato d'ordine n definito dalle 
fonne: 

a(')(x)-&('i(t/) ,al»'(a:).fct»'(i/) . . . a''*Hr)-M'*f(l/) , 

si potrà esprimere come nna combinazione lineare omogenea , a parametri non' 



(') Ved. Bosanes " Znr Tbeorie der reoiproken Verwandscbaften „ § 2 in 
nota— Crelle'B Journal Bd, 90. 
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miti nalll, di queste forme: 
(9) f(«,y) = Pio"M*) ■6"'(i') + . . ■ + P„o-'{x) ■ 6"{y). 

Reciprocamente una forma bilineare omogeDea che si possa porre sotto que- 
sta forma, ba per n-gonì polari gli n-goni: «;''' ■ . . a/"' ; 6/''6/*' . . . &('"'• 

Risalta da qnanto precede che: 
a) Dae n-goni polari rispetto a una forma, sono polari anche rispetto al- 
l'agginnta. 

^) Le 2n coppie di faccle (o di vertici) di due coppie di n-goni polari 
rispetlo a nna medesima forma, sono linearmente dipendenti. 

t) Date 2n coppie di punti (o d' iperpiani) linearmente dipendenti, se coi 
pami che appartengono a nuo degli spazi sì formano dne n-gonì, e cogli omo- 
loghi altri dae n-goni, i primi sono polari dei secondi rispetto a nna medesima 
forma. 

7. Dunque, se le coppie di punti (A, , B,) , (A, , B,) , . . . (Aj„ , B,„) , sono 
linearmente dipendenti , formati gli n-goni A, , A, , . . , A„ ; Bj , B, , . . , B„ , e 
gli n-goni A,+, , A„^.j ,..., Aj„ ; B„4.i , B„^., , . . , B,„ , i punti A, , . . , A„ , A„^, , . . , A,„ 
dovranno corrispondere alle facoie opposto ai vertici B, , . . , B, , ^n-i-i > ■ - ■ ^» r 
in nna certa correlazione fta lo spazio dei pnnti A e quello dei punti B. 

Reciprocamente se in una correlazione fra due S„_, , i vertici di dne n-goni, 
A, ,..., A„ ; A,.j ) • ■ ) A,„ , corrispondono alle facete opposte ai vertici omologhi 
in altri due: Bj , . . , B„ ; B„^, , . . . B,„ , le due coppie di n-goni: 

...A. 






sono coppie di n-goni polari nella correlazione, e le 2n coppie di pnnti: 
(A,,B,) , {A, ,B,),...,{A„,B.) , (A„,. ,B„.,),...,(A,„,B„), 

sono linearmente dipendenti l'n. 6 — y). 

D'altra parte sostituendo ai punti A, o al punti B, punti che conispondano 
loro in una collineazione, si hanno ancora coppie linearmente dipendenti, e per- 
ciò possiamo concludere: 

Affinchè 2n coppie di pnnti (Aj , Bf) siano linearmente dipendenti, è neces- 
sario e sufficiente che 1 punti A, (o i punti B,) corrispondano in una prolettività 
ai vertici di dne n-goni dì un S„_,, e gli omologhi, in un' altra proietlivit& alte 
facciie opposte. 

Poiché qaesta proprietà è caratteristica dei gruppi associati (•) , 2n coppie 
(li punti linearmente dipendenti formano due grappi associati. Esse godono della 
proprietà che ogni correlazione che ha come coppie di punti coniugati 'in — V 
di esse, ha come tale anche la rimanente; lo stesso varrb per dne gruppi asso- 
ciati di 2n pnnti ciascuno ('j. 

Montecassino (Caserta) 12 Luglio 1904. 

(') Cast eln uovo, 1. e. n. 1. 
O Ib. a. 9. 

YOL- XUII. 10 
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LE RtrUETTE STORTH E V APPLICABILITÀ DELIE RIGATE 



VITTORIO STRAZZEPl 
(Continuazione e fine, v. voi. XLII p. 255). 



Rtdlette piane— Pedali. 

1. Il teorema fondamentale nel caso delle curve piane. 

Come prime applicazioni delie cose dette coDsideriamo il caso ohe la curva 
base (M) e la curva mobile (M') siano dne curve piane. Allora è chiaro che la 
traiettoria (C) dì un punto qualunque sarà una curva contenuta nel piano della 
curva base od in un piano ad esso parallelo; per )e cullette basterà adunque in 
tal caso considerare quelle contenute nel piano della (M). 

Il teorema fondamentale ipag. 2) in questo caso possiamo enunciarlo co- 
me segue: 

Date due curve (C) ed (M) se le normali a (C) si pensano come rigidamente 
legate alla lU) net punti in cui esse V incontrano e se la (M) è una euroa fies- 
sibile e non estensibile, quando dette normali si spostano in modo che tutti i loro 
punti, che costituivano la curva (C) vengono a coincidere in un punto solo P, 
la (M) si deformerà in un' altra (M'j che sviluppata opportunamente su (H), farà 
descrivere a P, ad essa rigidamente legato, la (C). 

In altri termini dopo la deformazione rimane invariato l'angolo ohe ogni 
normale alla (C) fa con la tangente a (M) nel punto in cui essa l' incontra. Cbia- 
meremo questo angolo con V. 

2. Esempi — Il caso in cui per (Mj si prende una circonrerenza e per {C) 
una retta che la seca 1' abbiamo esposto nel Periodico di Uatematica Pura ed 
Appi. (Città di Castello — Agosto 1901). 

Supponiamo che la (hi) sia data mediante la sua equazione in coordinate 
correnti x , y cartesiane, e sia questa: 

y = A*) , 
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e che la (C) sia l'asse delle x. Cerchiamo 1' equazione di fH') in Coordinate po- 
lari {r , 0). Si avrà BacceBsivamente 

(16) r = y^m , «* = '-5; = ^l,'' = l.«S-,' 



potendosi asBumere fidale a zero la costante d'integrazione senza togliere nulla 
alla generalità, L' eliminazione di x tra l'espressione di r e dì 6 condurrà all'e- 
quazione richiesta. 

Se la (H) è una parabola dì equazione y* = 2px , sarà 






V2p. 

e poi r ^ p6 , eqaazioue dì una spirale di Archimede, per cui: 

Se una spirale di Archimede , ai sviluppa sopra uìia parabola il f 
ne descrive il diametro principale. 

Se la (M) b una ellissi di equazione -^ + ^ = 1 , 



al •* _'• 

J "' 



equazione di una rhodonea o rosacea (*). 
Per r iperbole si troverebbe 



^ 1 / i, -UV 



Le formolo (21) ci mettono iu grado dì risolvere l'altro problema. Dau una 
curva trovare quella su cut essa di deve sviluppare, affinchè un punto a quella 
rìgidameate legato descriva una retta. 

Fissiamo la curva data e riferiamola ad un sistema di coordinate polari 
(r , 9) col polo nel punto che deve descrivere la retta. 

L'equazione della curva cercata si potrà avere dalla eliminazione di tra 
le due 

y = r , x=ì rdi, 
che nascono dalle (15). 



{*) Guido Grandi: Flores Geometrici. Firenze 1728.— B r o o a r d : Notes 
de Bibliographie dea Courbes Qéometriqaes.— Questo fatto apiega perchè l'arco di 
questo tipo di curve ò esprimibile per archi di ellissi. 
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Per portare un esempio facilissimo cerchiamo su quale curva si deve svi- 
luppare una parabola perchè il suo fuoco descriva il suo diametro priucijp&le. 
Si ha 



-• = 2p(,-f), 



la quale ci dice, che quando una parabola si sviluppa esternamente sopra una 
ad essa ugnale , In modo che all' inizio del movimento esse siano tangenti nel 
vertice, allora il suo fuoco ha per traiettoria la direttrice dell' altra; proprietà 
dei resto manifesta in virtb del teorema fondamentale, poiché è caratteristico 
per la parabola il fatto che i suoi punti disiano ufniaimeiite dal faoco e dalla 
direttrice. 

3. Formala fondamentale per lo studio delle ruHette piane e tue nuove conte- 
gyenze. 

Applicando il teorema fondamentale possiamo subito trovare la nota rela- 
zione che lega la curvatura della curva base con quella della curva mobile che 
si ottiene per una rnllelta assegnata a priori. 

Conservando le notazioni precedenti si ba: 

CM = r , a^ - — , d<f' = -7- - 



Sia C^Mi la normale a <G) consecutiva a CH. Se fissiamo la CH e facciamo muo- 
vere la CiM, in modo che C, venga a coincidere con C, ricordando che suppo- 
niamo sempre la (M) elastica flessibile ed inestensibile, la tangente in Sf, ad (M) 
ruoterà nel piano dello stesso angolo di cui la C,Mj , alla quale la pensiamo sal- 
data, cioè a meno d'infinitesimi di ordine superiore di —^ , per cui ai avrà: 



ove si sceglierà, il segno -t- o il — secondo la posizione deli' arco UM, e la parte 
ove è rivolta la sua convessità rispetto all' arco CC^ ed al centro di curvatura di 
questo, oppure qaando fossero date (M) ed (M'}, secondo che nell' intorno del 
punto di contatto esse si presentano da bande opposte o dalla stessa banda ri- 
spetto alla tangente comune. 

Sostituendo a dv e df' i loro valori avremo 
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BrimandaDdo all' opera del C e s à r o piti volte citata per vno stadio com- 
pleto snlle mllette piane che ci ha servito di guida nel redigere il presente la- 
voro, vogliamo trarre dalla precedente relazione una nuova consegnenza cbe 
presenta ana certa analogia col teorema di Steiner <L' arco di ogni ralletta 
a base rettilinea (p - :») è uguale al oorrlapoodente arco della pedale della curva 
mobile rispetto al ponto generatore ». 

Data ]a (C) ed an punto fisso P assumiamo per base (U) la curva luogo dei 
centri delle circonferfinze tanjfenti a {G) e passanti per P. Indichiamo con 6 
l'angolo che la tangente a (Q in C fa con la CP e poniamo 

x-X - 
Si ba (■) 

Cbiamando poi con x ed j/ le coordinate di U rispetto alla normale a (0) in C 






Indicando con i l'angolo che la tangente ad (HL) in JU fa con guella a (Q) in C, 
si dovrà avere: 

e poi 



i ha inoltre (*): 



— J__J_ d^ 
d»o p ~ P» ''«t 



('] C e 8 à r o , loc. cit. pag. 20. 
('} C e a à r o , loc. oÌt. pag. 22. 
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e quindi io virtù di (17) 

d* l. Beni 

Introdocendo qnesta nella (16) si &vTh, Bceglìendo 11 sef^no snperiore: 

(b i _ senO I 861)9 _ 1 

rfi^p*" r"*"r~~l 2r V 

ed Infine dal paragone di questa e della precedente p = p' e poi: 

(21) :-A~- 



Questi risaltati ci pongono in "grado di affermare: 

l.o L'inviluppo dei circoli che hanno i centri sopra una data curva fM) 
e passanti per nn punto P si può ottenere come traiettoria di un punto legato 
rigidamente ad una curva {ìl'j aguale ad (M), quando la (M') ai svilappa sulla 
(H). in modo che all' inizio del movimento esse siano tangenti in due punti cor- 
rispondenti nella corrispondenza aguale. Il punto generatore è quello che occupa 
rispetto ad (U') la stessa posizione di F rispetto ad (H). 

2." Il luogo dei centri dei circoli tangenti ad una data curva e passMiti 
per un punto fisso P è una curva tale che se essa si sviluppa sopra una ad essa 
uguale la traiettoria di P sarà la curva data. 

3.0 In ogni caso l'arco di rulletu è il doppio dell'arco della pedale della 
curva base rispetto al punto fisso. 

Questi risultati è utile esporli sotto questa altra forma: 

La pedale rispetto ad un punto P della curva (M) , luogo dei centri delle 
Circonferenze passanti per P e tangenti a (C) è una curva simile a (C) rispetto al 

centro di similitudine P, il cui rapporto è uguale ad -^^ 

La pedale (C) di una curva data risjietto ad un punto P li può ottenere evt- 
luppando una curva (H) topra una ad essa uguale e aimile alla data nella si- 

militvdine di c&atro P e rapporto uguale ad ■—• 

Questa conseguenza 6 notevole poiché riduce lo stadio delle pedali a quello 
delle rullette e può facilitare la ricerca delle amipedali. 

Si scorge facilmente che l'angolo 6 6 uguale all'angolo che il raggio PH 
fa con la tangente ad (M) in M, dimodoché se fosse data la (C) ed il punto P, 
la (M) si potrebbe ottenere per tangenti essendo queste per le (l8) le perpen- 
dicolari ai segmenti come PM nei punti di mezzo. Quadrando inflne e sommando 
le (18) abbiamo: 



i». Ben e\ p,/ 
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X'9X 
che para^oData alla (20) ci d&: 



2r \ p, ' BenO 



la qnale ci permette di calcolare anzi di coBtniìre geometrìoameQte po o p qaaodo 
è nota ana di queste quactiti. 

Si prenda infatti MQ-2MP = 2r e s'innalzi la perpendicolare ad MQ in Q 
la qnale incontri la normale ad (MJ passante per M in R. 

Sarà HR -. Se L 6 il ponto d' incontro della parallela a CK per R eoo 

Ben 4 

la CP, il pnnto L, il centro di cqrvatara T di (M) e quello S di (C) saranno in 

MT RT MR 
linea retta. Infatti si h» its = 717 = tst in cui consiste la formola precedente. 

Se la (C) 6 ona retta, T coincide con R e la (M) 6 una parabola di cai (G) b la 
direttrice e P il fuoco. 

Bullette etorte 

4. Di alctme eliche sulle Buperflcie di 2" grado rotonde , considerate come 
corvè mobili quando la base Ò rettilinea. 
Siano: 

Z = a , y = X tg9 , ip = cost, 

in an sistema cartesiano fisso le equazioni di nna retta che assomeiemo per 
curva (Gj. Per base assomìamo l'asse delle X, sa cui si prenda per origine de- 
gli archi I' origine del stsiema cartesiano fisso. Pensando la retta (,MJ come curva 
piana giacente nel piano Y = 0, si ha: 

a: = — «Ben'f , y = «seuocos9 , z = d 

e poi per le (2): 



cos"? ' senfcosf 

cioè la curva mobile (M) è un'elica cilindrica descritta sopra un cilindro circo- 
lare di raggio a. 

Se poi sapponiamo che al mnoversi del punto C sulla retta (G) gli assi z 
ed y del triedro fondamentale della retta (M) ruotino di un angolo 6 , funzione 
di e, che si annulla per a = 0, rispetto a quelli dell' origine che costituiscono il 
sistema cartesiano flsBo, ai precedenti valori di x ,y ,k bisognerà sostituire gli 
altri: 

x= - » 860*9 ,'-y = *Ben9C09!pco8fl — oseo 6 , ssssenipcosf senS + aeosO 
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gd allora dalle (2) e dalla derirazione di queste al avrà: 



'SIECOSO, 



COS'f 



\r' de' ' ' 



Quando è dato 6 queste aaraono le eqaazioni lotrìnseche di (H*)- 
Cerchiamo di determinare 6 in modo che questa curva risulti un' elica, A 
tal nopo bisognerà porre e = fcr' , con k costante, ed allora: 



e, soatitQcndo ad y il suo valore: 

aeenO = s(8enf coaipcosS —k). 
Qualnuqae aia fi si ha: 



e quindi nel noatro caso: 



V 4 



Adunque la (ii') è una paeudo-cìcloide acaspidata atorta nel caso generale, cfas 
per acO sì riduce ad una spirale logaritmica storta. 

Consideriamo pìd in generale il caso in cui si prenda sempre per curva (M) 
l'asse delle S. del sistema cartesiano fisso e per carva (Cj ana curva piana le 
cai eqaazioni rispetto al detto sistema alano: 

L' eqaaziooe del piano aornaate alla (C; nel punto C(Xi , T| , Z^) h: 

(S. - S.) + (r -T.)tgT + {Z - Z,}AX.) = 0. 

Ritenendo sempre per fi , x , y , « , gli stessi aigoifieati si dovrà porre; 

« E — « +^ y sT^cosfi — Z^senfi , c = Tjeai ^-ZiCosfi^ 
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ed in virtù dell' equazione precedente, ove 3i pone Y = Z = , X = 

« -X, = Y,tagi» + z/iX,). 

latroducendo in qaesta le equazioni della (C) avremo: 

coa'9 
da cqì essendo anclie X, , T, , Z, fanzioni di a: 
dX, _ co8*(p 

* 1 + j^ [axjax,)] co,',. 

Posto allora ctie aia: 

Z* ^ /»{X) = aX» + 26X + e 
con <x , 6 , e costanti non tutte nulle si avrà successivamente: 



dX, 



(/ÌX,)nx,)] = a 



ds 1 + a cos^ 9 E 

X =-Ì^Il 

Z,' = aX,< + 21X, hc=^(a.' + 2K4«+cK'), 
dovendo X, od Y, annullarsi per s - , ed infine 

p'= «tif^aenO + Va#* + 2K6g + cX cos'j 

da K. 

Qaeste sono le equazioni intrinseche della (M') quando è data S. Volendo 
> questa curva sia un' elica bl90^ner& 
agaale ad una costante che indicheremo i 

T«L. XLIII. 
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Dall' espresfijone di ^ e da qaella di (>' si avrà allora: 



p' = «tgf eenS + Vas* + 26K« + e cosft, 
le quali quadrate e eommate ci daranno: 

p'=(tg»9 + a -j?i*)»« + 26K« f e. 

Questa ci dice che la (m') è un'elica cilindrica che si può ottenere da una 
curra del tipo cicloidico torcendola convenientemente. Tutte queste eliche come 
dimostrammo in «o precedente lavoro (') appartengono a superficie rotonde di 
secondo grado. Di alcune di esse si era occupato il signor Q. P t r o n d i n i di 
Parma fin dal 1897 (Crelle's Journal) poi se ne occuparono il prof. G. S e h e f- 
fers (Berichten der mathematisch-phyBÌschen Klasse) 1902, ed esaurientemente 
il prof. Cesàro nelle duo note «Analisi intrinseca delle etiche policoniche », 
• Per ranalisl intrinseca delle superficie rotonde » (Rendiconti della R. Acc. dello 
Scienze Fis. e mat. di Napoli —Marzo-Aprile 190.^). 

Queste eliche si possono tracciare materialmente e poi effettuare il movi- 
mento in discorso (*). 



APPLICABILITÀ DELLE SUPERFICIE RIGATE 



1. Formate fondamentaU. 

Supponiamo dare due curve fisse nello spazio (M) e (0), i cui punti siano 
in corrispondenza univoca, ed inoltre note le coordinate (x , y , z) di ogni punto 
d) (C) rispetto al triedro fondamentale di (M) nel punto corrispondente. Sìa data 
un'altra curva (M'), ad ogni punto della quale facciamo corrispondere quello di 
(M) che è dato dallo slesso valore dell' arco, supponendo di avere fissato su que- 
ste due curve le rispettive origini degli archi. 

Pensiamo adesso che le tre funzioni {x , y , e) dell'arco t ài (U) siano le 
coordinate del punti di un'altra curva (C) riferita però al triedro di (M'). Chia- 
meremo con 9 iPt , p' t i-'o ^^ •■ 1 ""u 1 •■ 1 •"'« rispettivamente i raggi dì flessione e 
di torsione delle curve (M) , (C) , (M') , i,0'i nei punti corrispondenti M , C , M' , C; 



l') Le alicha cilìndriche — Sassari 1901. 

^*) < L« mat. pare ed applicate > Novembre- Dicembre 1902, pag. 244. 
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eoo Sx ,Òy , Sz e ix , ly , Az r ispettivamente le variazioni delle coordinate dì 
C e C quando questi sì spoetano di archi infinitesimi Ss^ , \»^ compresi tra punti 
corrispondenti rispetto ai triedri di (M) ed (U') in &E ed M' che rimangono fissi. 
Si hanno le t'ormole: 

Sx_dx z' Ix _dx e 

ds da p da ~ d» p' 

dg ds r da da r' 



Sx Su Sz ix ày Xz dx dy ds 

da da da da ds da da da da 

A questa si può dare la forma: 

(2) 58oC089 = 4»oC099', 

indicando con 6 e 9' gii angoli che le tangenti a (C) e (C'J in C e C fanno ri- 
epettivamente con le rette che congìnngono questi punti coi corrispondenti M 
ed M' di (M) e di (M'). 

Ora è chiaro che se {tu'), cui si suppone legata rigidamente la (C) si svi- 
luppa su (M) nel modo dianzi detto (pag. *2), il punto C coinciderà con quando 
M' coincide con M e quindi in questo sviluppo se il punto C percorre la (C) 
ìd modo da venire a passare in ogni istante per il punto corrispondente di 
questa curva con quello di (M') in cai questa tocca la (MJ , la sua traiettoria 
ear& la (C>. 

Ponendo al eolito; 



B ~ p p' ' R ' 



dalle (1) si Bvrft successivamente: 



òx &x z Sy Xy z òs Az 

da~ da II ' da da B ' da da 



d?~ d»''"*"\B'^R/ "^^^ VB»"'"RV nVda~'^T8) RV^di ^ da) 
d^=dr'-^(B+l) ■'''[s^'-W^)^ii{'ra-''di)^KVÌ'yday 
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Sommando queste due ultime membro a membro avremo: 

4[('l-S)-(-^-^)]-»- 

Ora perchè la iG) sia l'inviluppo della (C; bisognerà che si abbia sempre 6 -4', 

e per la (2] , (se = &', 4. — J , is^ = is^, ed inoltre i termini chiusi tra le due 

parentesi [ ] dell' ultima formola dobhoiio annullarsi. In tal caso questa si scinde 
nelle due 

(a') « = , ~ + 1^ = , 

le quali ci dicono che la (G) in tal caso è descritta sulla rigata che nasce con- 
siderando tutte le generatrici di regresso di cilindri siugolar! che si ottengono 
nello sviluppo di (M') su (M) e la (C) eull' altra rigata luogo delle stesse gene- 
rairlcì, quando lo pensiamo rigidamente legate alla (M'). 

Andiamo adesso a cercare in prima se veramente tutte queste generatrici 
pensate come rigidamente legate ad una delle due curve (il) o (U*) cosUiuiscouo 
una rigata, noi quai caso la curva che si considera ne sarà manifestamente una 
geodetica. 

La condizione necessaria e sulBcienlc aftinché una retta, passante per l'ori- 
gine del triedro fondamentale di una curva (M; e mobile con esso, abbia i co- 
seni direttori espressi in ogni istante da a , ^ , Yr nnsce dal poter scrìvere le se- 
guenti tre relazioni {'), anzi dalla loro coesistenza: 
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Quando queste coesistono p indicherà il parametro distribntore sulla gene- 
irice che si considera e * l'angiolo di cui deve raotare il piano laDgente alla ri- 
fiata nel ponto della linea dì Etrfngiraenta che sì trova su detta generatrice 
per coincidere col piano tangente nel punto di igaesta che appartiene alla cur- 
va (M). 

Nel nostro caso: 



VB' + R» VB' + R» 

e quindi poiché le precedenti, riducendosi solo a due distinte, coesistono, anche 
quando ci riferiamo alla tM'f, le rigate esistono e le funzioni p e t si avranno 
dalle aegnenti: 



9 \r Pi 



Si vede da queste e dalle (2') che le due rigate sono sviluppabili, o, se dir 
si voglia, applicabili l'nna all'altra, il che poteva prevedersi dato il ragionamento 
precedente. Dalle stesse formole (2'J , (1) risulta inoltre che se le due rigate sono 

sviluppabili dovendo essere costantemente \- — , sarà ancora: 



cioè le due rigate si ridacotio alle superficie rettificanti delle due curve (M),(M'i. 
Sottintenderemo escluso questo caso In ci& che andiamo ad esporre. 

2. Da ciò che precede risalta imoiediatamente non solo la condizione neces- 
saria e sufficiente affinchè due rigate possano svilupparsi 1' una sali' altra , ma 
anche In modo semplicissimo la maniera come data una superficie rigata ^ e 
conosciuta una sua geodetica si possono determinare le o>' rigaU 4' su di essa 
sviluppabili. 

Sulla data superficie 'P sia (M) la geodetica nota. Poniamo: 

a = cose , 3 = sene. 

Per le (3) si avrà: tg = ■^- - j, , 
cioè; 
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Adunque bq le rigate <( e ■!■' sono sviluppabili l'ana sull'altra tra le curva- 
ture di due geodetiche cotrispondeuti (') deve vigere la (5) ed Inversamente se 
su due rigate ei possono trovare due geodetiche tra le cai curvature vige la (5) 
esse SODO sviluppabili l'una suU' altra. 

Dalla (5) sì deduce il teorema d! B o n n e t {*). < ^e due rigate che non ri- 
fulgano per deformtusioni da una medesima tuperflcìe di 2o grado sono applica- 
bili V una suW altra, le generatrici dell' una debbono dietenderai tu quelle del- 
l' altra. 

L' eccezione relativa alle superflcie di 2° grado nasce manifestamente dal 
fatto che esse posseggono un doppio sistema di generatrici rettilinee. 

In virtù della (5) si può anche enunciare il teorema: Ad agni rigata 4> tu 
cui Mia stata tracciata una geodetica qualunque corrisponde una sola deformata 
<b ' tu cui la detta geodetica è curva (U') a flessione o torsione assegnata a priori 
in ogni suo punto, o più in generale tra le cui curvature debba sussistere una 
data relazione. 

Se si volesse la 4' che ammette come geodetica (M') una curva piana, per 
equazione intrinseca di questa si avrebbe: 

1 1 1 



G se si volesse che \11') fosse una retta bisognerebbe integrare, per le (10), cap. I, 
l'equazione: 



invertendo il senso in cui si misura 9. 

Dalla prima delie (4) si deduce che se (M) su * è oltre che geodetica an- 
che linea di stringimento per essere costantemente t = , a e quindi ^ debbono 
essere costanti e poi dalla seconda che vale tanto per (HJ quanto per (M') si 
deve avere: 

cote 1 1 



cioè < se una curva è geodetica e linea di stringimento di una rigata essa ne 
incontra le generatrici ad angolo costante (B n n e tj e l'inverso del parametro 
distributore lungo ogìii generatrice è una coinAì nazione lineare delle curvature 
della linea di stringimento nel punto in cui questa è incontrata dalla genera- 
trice che si considera. Questa proprietà pone in grado di enunciare un teorema 



(') Cioè che vengono a coincidere quando <(' ai sviluppa su <^. 
{») Bianchi, Lee. di Geom. Oiff. Voi. I, pag. -253. 
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analogo per la misura della curvatura di tali rigate Inn^o la linea stringi- 

Io consegnenza le Bole rigate che hanno per linea di stringimento nna geo 
detìca ed fi parametro distribntore costante, sono quelle che si possono ottenere 
dalle curve di Bertrand tirando per ogni loro ponto una retta nel piano 
rettificante inclinata di un angolo dato costante sulla langente alla curva. 

Dalla (6) e dalla precedente si deduce poi che la particolare superficie di 
qoelle in discorso, su cui si possono sviluppare tutte le altre avente la linea di 
Bi ring! mento piana è un iperboloide rotondo ad una falda \}), mentre dalla (7) si 
ricava che quella che corrisponde alla linea di stringimento rettilinea ((i=ft«, fc=:cost) 
si può ottenere nella stessa guisa che un elicoide retto a piano direttore, quando 
a questo piano sostituiamo un cono direttore. 

B. Elicoidi e conoidi. 

La (7)j ove si ponga - =0, cot£ =C08t ci mette In grado di trovare la su- 
perficie elicoide (cioè generata da una retta che sì mnove appoggiandosi ad un 
asse fisso e facendo sempre con questo un angolo costante) su cui è applicabile 
una rigata che ammette per linea di stringimento una geodetica piana. 

Chiamando con f l'angolo formato dalia tangente a questa curva nell'estremo 
dell'arco «, con una retta fissa ed in particolare con la tangente nell'origine 
degli archi si ha 

(•da 



e quindi per le nostre ipotesi da (7): 

6 = 7 cote. 

Noto cosi 9 in funzione di a, sarà facile scrìvere due equazioni tra le coor- 
dinate correnti cartesiane che contengono s e dalla cui eliminazione si potrà 
avere quella dell'elicoide cercato. 

A tal uopo prendiamo per asse delle Z, l'asse deli' elicoide e per piano ZY 
quello in cui giace la generatrice relativa al punto » = 0. Le due equazioni cer- 
cate, in virtù di note formule di trigonometria, saranno: 



X := YtgS , Y= {Z-8)tg£C03ft. 

X=Ytg9., X*-|-Y« = {Z-8)«tg«E. 



(') Vedi Cesare, I. e. pag. 1 
(') B i a D e h i , ). e. pag. 270. 
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Da queste eì scorge che l'elicoide sarà noa BU|>crficie algebrica tutte le volte 
che tra « e tg6 intercede una relazione algebrica. 

Cosi indicando con a una costante si trova ohe per 



la linea di stringimento plana e geodetica sulla rigata su cai è applicabile 
r elicoide: 

Y»(X* + Y») = (TZ - aX)''tg*s 
ha per equazione intrinseca: 

ptagE = a-)-i, 

ohe rappresenta una curva analoga alla catenaria. Si osservi che le sezioni del 
conoide con plani paralleli al piano y = sono delie iperboli. 
Cosi pui'e per 

sen b = as 
si troverebbe f*tg*i + ** ~—^ , che rappresenta una ipocicloide, una cicloide o 

una epicicloide secondo che e < - , e =- , e > j- 

Supponendo s costante abbiamo escluso implicitamente cbe ti suo valore potes- 
se essere o - il quale ultimo valore corrisponde manifestamente al caso cbe 

la rigata (non l'elicoide) accoppiata alla curva piana sia un cilindro che am- 
mette questa per sezione retta, mentre l'altro valore e = 6 da escludersi sem- 
pre perchè dovendo la curva essere geodetica la rigata e ta curva degenerereb- 
bero in un' unica retta. 

4. Supponiamo adesso che la curva piana tracciata sulla rigata ne sia ta 
geodetica senza esseme perà lìnea di stringimento. Nella (7) bisognerà porre 

- = e considerare e come fiinzione di s. Quesu nozione che fissa la rigata 9. 

potrà farci conoscere la funzione 6, mediante la quale potremo costruire polla 
deformata 9', le cui generatrici si appoggiano tutte alla retta che sa essa piglia 
li posto della geodetica piana della 4>. 

Prendiamo, come esempio, a studiare le superficie che sono applicabili sa 
conoidi, cioè su quello superficie che sono generate da una retta che si muove 
appoggiandosi ad un asse fisso e mantenendosi parallela ad un piano fisso (di- 
rettore). 
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Sia OA l'asse, OP la direzione perpendicoltire al piano direttore , OG ans 

/\ 
posizione della retta mobile. Ponendo AOP — a = ooBt ed aesmnendo per 9 II va- 
lore deli' angolo sezione retta del diedro P(OA)G si ha: 

(8) C086 =cot«cote, 

ed allora la (7), dopo aver posto In essa - = , diventa 



da eoa 6 4^ 



fde 



cioè, ponendo sempre I — = cp e sopponendo = per « = 0, 



(10) tg8= |(eT«*-e-w») = Bli{<ptga). 

Volendo poi conoscere l'angolo (p che la OG fa neil' Istante che si considera 
con la eaa posizione iniziale, bisognerà fare aso di nna delle dae note formote 
di trigonometria: 

ODBS ssenacoB^' 

(11) 

igiji = — oosatgO. 

Tatte queste formole servono anche a risolvere per cosi dire il problema 
inverso, cioè dato il conoide trovare la rigata su cni esso è applicabile talmente 
ctie il sao asse venga a distendersi sopra la geodetica piana di questa (}). 

Per portare degli esempi consideriamo In prima il paraboloide Iperbolico 
come un conoide, di cai l'asse è nna delle generatrici di quello dei due sistemi, 
elle esso possiede, che noi consideriamo flefiBibili. 

In tal caso bisognerà porre: 

»=J>tg^ , p = 008t 



(') Si pnò dimostrare che t'n generale una superficie rigata ammette un nu- 
mero finito o nullo dì geodetiche piane al finito, mentre all' infinito ne esiste sem- 
pre nna. 

TOL. zuu. 12 
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cioè per la seconda delle (11) 

«=-pC08«tg6, 

da cui diSerenziando per la (9) 

psena 
^ " cosd ' 

ed eliminando tra qaesta e la procedente: 



equazione clie rappreBenta una curva del tipo delle pseadu-clololdi acospidate (')• 
Qaesta equazione insieme alla prima dello (11) ci dà la BUperficIe cercata. 

E prima di passare ad un' ultima applicazione, facciamo notare che quando 
pa rigata di cui si cerca la deformata conoide ammette al finito la geodetica 
liana (M) allora, essendo qaesta anche linea di curvatura, in ogni punto U di 
essa resta determinato il raggio di flessione p, dell' altra linea di earvainra 
della rigata, poiché si ha: 



Applichiamo qaesta oeservazione alla ricerca della rigata che ammette una 
geodetica piana e tale che lungo questa tutte le linee di curvatura dell' altro 
sistema abbiano il raggio di flessione costante. Per la precedente e per la (9> si 
dovrà porre: 

cot E di 



e poi per la (é) saccessivamentc: 

.de 

a cot a = coso •— 



C08*9 tg»a — «*a 



(') Ces&ro, 1. e. pag. 12. 



e b, Google 



)( 91 )( 



p a = tg*a — »*a' 

equazione di ana psendo-cateiiArla. 

Se invece si cercasse la rigata che avesse la curvatura totale costante, lungo 
la geodetica pìaaa bisognerebbe porre; 



e poi saecessivamentei 

'J = a» 

tgaco8a> = ap , 

equazione di una curva simile all' altra 

p = tgacoB« 

di facile discussione per cai si ha, conservando per 7 li solito significato, ed 
indicando con u e ti le coordinate dei poli(ff = tb', (^ = 00 l; 

tg»=i («?<«"- e- w«), 

" ^ / eT*»" + e-j'"^ ;^, cot»« + {2« + ij» ^^^;^;; 3^^;;;; 

« = 2tga| genydy ^ , y'_ ( - ^)" . 

./ «'■*" + «"'** ZÌ,=°t*« + (2" -•• 1)* 

5. Conoidi retti. 

Se la rigata data ha per linea di stringimento ana geodetica che ne incon- 
tra, le generatrici ad angolo retto e non è una linea piana essendo tgs = oo, per- 
chè la (5) abbia signi&cato bisognerà porre: 
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Adanqae in tal caso perchè ans rigata sia sviluppabile salla data bisogna 
e basta che la sua linea di stringimento abbia ugnalo torsione della linea di 
Btringimeoto della data nei ponti che corrìepondono allo stesso valore dell'arco- 

Si osservi come esempio la proprietà caratteristica dell'elicoide retto a piano 
direttore, il qaale comnnqne si deforma, purché si conservino rettilinee le sne 
generatrici, la torsione della linea di stringimento della deformata è sempre 
costante. 

Nel caso che una delle rigate sia un conoide retto a piano direttore si avr&: 



indicando anche l'angolo di dae generatrici di cai ana è la posizione iniziale 
della retta che genera il conoide. 

Da questa relazione si scorge che non esìstono rigate con linee di stringi- 
mento geodetiche piano, sa cai si possano sviluppare i conoidi retti in modo 
che il loro asse venga a coincidere nello sviluppo con la linea di stringi- 
mento. 

Dalla precedente si vede ancora che volendo che l'asse del conoide diventi 
nella deformazione an' elica cilindrica bisognerà porre: 



9 =a<f , 

la qaale ci dice che il posto tenuto dalle curve piane nella deformazione degli 
elicoidi (n. 3) noi caso del conoidi retti viene occupato dalle eliche cilìndriche. 



Sansepolcro, Aprile IW4. 
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SDllE EQUAZIONI 

se» ~ ay* = e" , x* — ay* =; ± 6". 
{Contributo alla queetione 4SI dtst voi. 2° dell' Interm. de» Math., pag. 30è, 309, 310). 

NOTA 

DI 

G. CANDIDO 



Neil' Intermediai re dea MathématicienB (loc. cit.) è risolata dal signor S o- 
t n o f completamente 1' equazione : 

pertanto è riportata contemporaneamente la identiUi del signor prof. Carlo 
S 1 r m e r dell' UniversitA di Cristiania: 

che d& ona infinità di solazioni della equazione precitata. In questa Nota mi 
propongo di estendere la identità del signor 3 1 6 r m e r all' equazione: 

a;* — aj/* = z" , 

a^iongendo ancora qualche considerazione GuUa ricerca di una soluzione del- 
l' equatione: 

x»-off» = (-l)''6". 

Consideriamo le funzioni numeriche di Lticas (V. Periodico di Matema- 
tica Tomo XVII, 1902): 



2-Jp*^q 
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da queste si ricava: 

V-'*Cp*-9)P»* = ^«" (*1 

ed anche 

V„»-4(p»+2)U„»=(-ir4g'' (B) 

ohe poaelsmo scrivere riapettÌTamenle: 

(^)'-{p'+«)D»' = (- 1)'9" (B1- 

OMervazJone — S'intende bene ohe le U„ e V„ delie (A) ed (A') differi- 
scono da qaelle delle (B) e (B') in qnanto nei calcolo di qnest' allìme v' ò lo 
scambio di + ^ in — $. 

Scambiando nella (A") j la p' - g si ha: 



(^y-ìtJ,« = (p»-«r (A"). 



La (A") dà infinite toluzioni della equazione: 



ponendo: 



e = '^,\S„=l/ , q = a , s =p* - q. 



Applicazioni— I> Sia l'equazione: 

X» — ay* = e*. 
ha: 

V, = i2p)'-3(2p){p'-a), 

U,= (2p)»-(p'-a), 

z=p* — a, 
ia: 

<e = Y =p*-3pa , y = 3p> + a , i -p*^-a: , 
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che d&nno Identicametite: 

(p' + 3pay - a{ip* -t- a)* = (p» - a)K 

S« nelle formole (C) si scambia p eoa — e ai bada alla omogeneità dei pa- 
rametri si ottengono le formolo più generali: 

che danno identicamente: 

(m* + 3 ama*)* — a(3 m*n + an')' = (m* — an*)\ 
Nel caso particolare di a = 1 questa Identità diviene: 

[tnim* + 3n»)j» - [n(3m» + n*)]* = (m* - n»)' 

cioè quella del signor S 1 5 r m e r. 

Possiamo notare d'altra parte che questa solozione era stata gifc data da 
Eulero nei suoi Elementi di Algebra Voi. 2.° § 188 pag. 227 (ediz. di Lione- 
anno 1764). 

2.* Sia l'equazione: 

Si ha: 

y = Uj = (2p)* - 2(2p)(p» - a) = V + 4«p 

« = p* — o 

e se — come nell' esempio precedente — ancbe qnl ai scambia p io — e si bada 
alla omogeneità dei parametri, si ottengono le formole piti generali: 

X- m*+ 6a«*»* + a»n* 

]/ =; 4m' + iamn' 

z = «1* — an' 
che dftano ìdentioamente: 

(«*• + «um»**» + aV)* - o(4m' + iamn'^ + (m» - o»»)*. 
Anche quest'altro grappo di formole & dato da Eulero, lo». cLt. g l^B. 
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Da qaanto abbiamo esposto innanzi risulta senz' altro che 
Data una loluzione intera di una delle equazioni: 

si ha avhtto , per mezzo delle U„ e V^ una soluzione intera delle equazioni cor- 
rispondenti 

!B» - (o* - 6)y» = ft" , 

Esempli, l.o Sia l'equazione: 

£0» - 22ff» = 3* 
Una solnzione dell' equazione: 

X* - 22y* = 3 
è data da a = 5 , 6 = 3, epperò l'eqaazione proposta ha le solazioni: 

x=^ = 455 , j( = Ua=97 

da cni si ha identicamente: 

455* -29-97*= 3>. 

2.0 Analogamente per l'eqaazione: 

a» - I9y* = 3* 
si trova: 

X = 2441 ed y = 560 per « = 4 e 6 = - 3. 

3,o Per l'equazione: 

a:»-31ff»=-6» 
si ha identicamente: 

590* -31 -106' = -6' 

per X = 590 , j;=106 , a = 5 , 6=— 6. 

Osservazione Ifi — Da quanto abbiamo ora detto risulta che le U„ e V„ danno 
una serie di soluzioni dell' equazione: 

a» - Ay* = 1 

quando di questa si conosca una prima soluzione x = m ,y = n. 

Osservazione 2," — Qnanto 6 detto in questa Nota può chiarire ed anche 
semplificare l'esposizione di una Memoria del signor Landry (Cinquième mé- 
moire sur la théorie des nombres-Librairie Hachette-Jnillet 1866) e qnanto è 
esposto in un'altra nota dal signor Weill (Nouv. ann. 1885 pag. 18d). Come 
si Tede sabito poi lutto questo non b che un modestissimo contribnto alle ap- 
plicazioni che si possono dare delle funzioni Numeriche di L n e a s. (Per altre 
applicazioni t. p. il voi. 31" pag. 320 e segg. di questo giornale. E. Catalan). 
Salatina, febbraio 1904. 
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SU ALCUNE PROPItlETÀ DKLLE EQUAZIONI NORMALI 
DI 3% 4" £5" GRADO 

NOTA 

DEL 

Dott. GIULIO DARBI 



Lo scopo della presente nota è di Btadiare le equazioni normali (*) di Z", 
40 e 5a grado, mostrando ohe esse debbono godere neceesarlamente di qualcuna 
delle proprietA che saranno enunciate nelle pagine che seguono. 

1. 

1. Sappiamo (') che, se fra le radici di un'equazione normale ^a;) = di 
grado «, ìrreduttibile in un certo campo K di razionalità a cai appartengono i 
saoi coefficienti, non ha luogo alcuna relaziono lineare 

a,a!, + a,Xg + ....+ a^x„ = «„+, , 

in coi Xi ,Xg , . . . ,x^ sono radici dì f(x) = 0, e le a namerì del campo E, tali 
che a, , Og , . . . , a„ non siano tutti uguali fra di loro, la f(,x) = gode della se- 
guente proprietà: ogni fanzione razionale In K delle sne radici sì esprime in 
finzione lineare di queste con coefficienti appartenenti a K. 
Consideriamo l' equazione normale di 3° grado: 

(1) x" + bx* + cx-i-d = 0, 

Ìrreduttibile In un certo campo K di razionalità a cui appartengono i coeffi- 
cienti &, e, d. 



C) Chiamiamo normale un' e<|nazione di cui tutte le radici si possono espri- 
mere razionalmente per mezzo di ana di esse (Gfr. Weber, Lehrbuch der Alge- 
bra, 1895). 

O Cfr. Qiomale di Matematiche di Battagliai, anni 1901, 1903. 

Cfr.. Bendiconti della B. Accademia di Napoli, ann 
T»L. xuu. : : .•*■. ::* 
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Snpponiaino che fra le radici x, , Xg , a;, abbia luogo la relazione lineare 

(2) «la:, + «jaij + a^a^ = a. 

La ('2), com'è facile vedere, può sempre ridarsi alla forma omogenea: 

(3) ^,x^ + ^^^ + %Xs = 0. 
Consideriamo la relazione: 

(4) «,+a^ + », = -& 

che ha laogo fra le radici ir, , Xg , Xg della (1) e il cofilciente b. La (4) è distinta 
dalla {S), a meno che non si abbia: 

Ciò è da escladerBl. 

Onde, risolvendo le (3) e (4) riepetto ad se, , a:,, si ha: 

Xg = a,Xj + "t 

(5) 

Avendo aopposto cbe l'equazione (1) è normale, il suo grappo di Qalois (•) 
è ciclico, cioè È formato dalle potenze di una stessa sostituzione circolare 

Applicando alla prima delle <5) la sostituzinne S, si ha: 

X3 = a,x^ + Cg = a,(n,Xt + Oj) + a^ = "i^x, + af{a^ + 1). 

Sommando fra loro le relazioni: 

aij = a, x, + ag 

Xj = a,'a;, + a^iai + 1) , 
e notando che: 



'^iW + «1 + 1) + «((a, + 2) + 6 = 0. 



(') Cfr. Jordan. Traile dea Subatitationa. 
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t dell' irredattlbliit& della (1) si ricava: 



(6) 



cioè a, é numero complesso, ed b precisamente VAdìcs dell' equazione irrodulti- 
bile della divistone (*> del cerchio in tre parti uguali. 

2. Possiamo quindi enunciare il seguente teorema: 

« Un' equazione normale di 3o gratto , ìrreduttibile i« un certo campo K di 
razionalità, n cui appartengono i tuoi eoe/scienti, il quale non contenga le ra- 
dici dell'equazione della divisione del cerchio in tre parti uguali, gode della pro- 
prietà che ogni funzione razionale in K delle sue radici si esprime in funzione 
lineare di queste con coefficienti appartenenti a K ». 

3. Supponiamo che il campo di razionai itA K, a cui appartengono i coeffi- 
cienti dell' equazione (1), contenga le radici della (6). 

Com'è facile dituoslrare, l'equazione (1) non gode sempre della proprietà 
entinciata nel precedente articolo. 

Infatti, supponiamo che fra lo radici x^,x^, Xg abbia luogo la relazione 
lineare: 

3,31, + Pr^a + fs3=a = 0. 

le sostituzioni del gruppo di G » 1 o 1 e del- 



AppIIcando a questa relazii 
l'equazione (1) si ottiene: 



P,a:a + PjXg + pjXj = 

^^x, + p^xi +'h=>'i = 0. 

Sopponendo che x^+x^ + x^ sia diverso da zero, riserbandoci di esaminare 
a parte il caso in cui il coefBcientc del secondo termine dell'equazione data (1) 
sia nullo, poictiè ^i , ^g , ^j nua sono tutti nulli, il determinante: 



deve essere aguale a zero. 



(') Cfr. Bachmann Paolo — La teoria i 
applicazioni alla teoria dei numeri. : 



. divisione del cerchio e sue 



e b, Google 



)( 100 X 

Ora, essendo: 

D = — («i + a^ + x,)CaJi +iK,É + !Cje»)(a;i +XjS» + ae,s) , 

deve esaere ano degli aitimi due fattori nullo. 
Se si avesse poi: 

Xi + Xf + «s = — b 

«1 + JCgf + KjS» = 

a;, + a;,e* + Xgt= , 

sommando queste relazioni si ricaverebbe: 

b 

Ciò è impossibile, a caasa dell' irredottibilità della (1). 

Onde, uno dei due ultimi fattori, in cui si scompone D, deve essere diverso 
da zero. Sia per esempio, Xi ■{■ x^e^ + a:,e =: I il fattore non nullo. L' espreselone 
I assume per le sostitazìoni del gruppo di Qalois dell'equazione (I) i tra va- 
lori I, el, t% i quali, com' è facile vedere, sono dietimi. 

Invece, 1' espressione I* rimane inalterata dalle stesse sostituzioni, e quindi 
appartiene al campo K. 

Aggiungendo al campo K di razionalità la radice I dell'equazione 

(7) ff> = H 

(ove H è noniero del campo K) , il gruppo di O a I o i s sì riduce alla sostitu- 
zione identica. Ci& vuol dire che le radici ic, , a;, , a^ sono funzioni razionali 
in (') K delle radici y, , y» , y^ dell' equazione binomia (7). 
Si ha quindi ('): 

Ìasi = A, p,« -I- A, tf, -I- Aj 
ar, = AiS/j/i» + A,e, y, -I- Ag 
*» = ^i^i y»* + Ai^iVi + Aj 



(^} Per indicare che una inazione razionale ha i coeffioientì appartenenti ad 
nn determinato campo di razionalità E , diremo più brevemente che la faozione è 
razionale in K. 

(*) Cfr. Bianchi Luigi, " Teoria dei Gruppi di sostitazioni e delle equa- 
zioni algebriche S6C(ihi(o'f3'>-lc>Ì'S » —anno 1900, pag. 169. 
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(esBSDdo At , A, , A, nameri appartenenti al campo di razionalità K). Sapponiamo 
quindi cbe si abbia: 



(9) 



a^a:, + o^Uj + a,», = 



(essendo a, , a, , ce, numeri di K. non tatti nulli). 

Sostituendo nelle (9) ad x^ , x, , x, le espressioni che flgni-t 
membri delle (8), si ha: 



> nei secondi 



y,»{A,Cn, + «, 6,» + «,e,) ) + ff,(A,(a^ + a»6, + a,E,»)) f Aj(ot, + a, + a,) = 0. 

Questa equazione, avendo nna radice in comune con V equazione irredatti- 
bile (7), Ila i coefficienti nalli, cioè: 

A,(a, +a,e,» + aaS, )=0 

A,(«, + 0,61 +a,e,*) = 

A,{ai + «g +0, ) = 0. 

Se supponiamo cbe si abbia; 

A, =1= ; A, ^= ; A, + , 



(10) 



Il determinante; 



( a, + OgÈ,» + a,et =0 

\ «1 + Oj + «, =0. 
^1* ^i 



b diverso da zero, com'è facile verificare. 

Onde, risolvendo il sistema (10) rispetto ad «j , n^ , a, si ricava: 



, = a, = (Xj 



-0. 



Per quanto abbiamo supposto ciò è impossibile. Quindi, non esistendo fra 
le radici x, , a;, , x, alcuna relazione lineare omogenea, l'equazione (1) godo 
della proprietà che ogni fanzioae razionale in K delie sue radici si esprime in 
fanziODfl lineare di queste con coefficienti appartenei)t!.:a K, 
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Vediamo quali valori aasamono a^ , a,,», quando ano qualunque dei coef- 
Hcienti delle (8) divenga nullo. 

Se: 

A3 " , ei ricava : «^ = a, = «g ; nessuna relazione lineare fra le radici 

Aj = , » : a, = o,B,* ; a^ = OjE, 

A, = , > : O, = OjS, ; Oj = Bg6,* 

Ora, ponendo mente che, ae y, è radice dell'equazione binomia: 



sarà y,' radice deil' equazione e'^R', si deduce che tanto nel caso di Ag = 
quanto nell'altro di Aj=0, l'equazione data (1) ha le radici che sono funzioni 
lineari di quelle di un' equazione binomia di 3' grado , con coefflcienli apparte- 
nenti a K. 

4. Uopo quanto si è detto possiamo enunciare il seguente teorema: 
a: La condizione necessaria e sufficiente affinchè un' equazione normale di 
3° grado, irreduttibile in un certo campo di razionalità K a cui appartengono i 
suoi coefficienti, goda della proprietà che ogni funzione razionale in K delle sue 
radici ti possa esprimere in funzione lineare di queste con coefficienti apparte- 
nenti a K, è che non sia della forma: 

(x + «j» = p , 
essendo 7, ,^ numeri appartenenti a K ». 



5. Abbiasi l'equazione normale: 

(li) 33* + aa;' + fec* + ea; + d = , 

irreduttibile in un cerio campo K di razionalità a cui appartengono i suoi coef- 
ficienti a, b, e, d. 

SappoDìamo che fVa le radici x, , Xj , Xg , x^ della (11) abbia luogo una re- 
lazione lineare del tipo: 

(12) a,a, + a^ + a,», + o^a;, = , 

ove a, , a, , (ij , a^ sono numeri appartenenti al campo K. 

il gruppo di Galois delia (12) pu6 essere il gruppo armonico; 
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oppure uno dei groppi ciclici formati dalle potenze di nna stessa sostituzione 
circolare. 

Esaminiamo dapprima il caso in cui il gruppo di Gal ola della (II) eia il 
gruppo armonico (') (Qf. Applicando alla (12) le sostituzioni di (Q) si hanno le 
seguenti relazioni: 

ajX, + «jicj + fljiBg + a^x^ = 

a^, + a,a:j + a^Xg + a^^ = 
(12>' 

a^x^ + a^Xt + n^a;, + a^x, = 

04X1 + OgX, + OjO^ + ajKj = 0. 

Dalle relazioni (12)', sommando la prima con la seconda, poi la prima con 
la terza, ed infine la prima con la quarta, si hanno te seguenti altre relazioni: 

(ki + a;j)(a, 4- a.) + (a^ + x,){a^ + «^1=0 

(13) (ojt + a;,X<ii + og) + (JB, + a^Xo, + a^,) = 

(x\ + 3B^)(Oi + a^) + (a;, + a:,)(j, + o,) = 0. 

Dalle (13) si ricava: 

(*. + «,H(Oi + oj) - («> + »i)l = «(«» + "4) 

(13)' (a^ + a:,)[(a, + a,) - («, + aj] = a(o, + aj 

(»i -t- 3:«)[(<i, + aj - (a, + a,)l = a(<i, + a,). 

Un facile esame delle formole (13)' ci conduce ai seguenti rlstiltati: 
Se a è diverso da zero, le (13)' non possono sassistere, tenuto conto deil'ir- 
reduttlbiliUi della (II) e che nella relazione (12) i coefficienti ^1,0^,03,0^ non 
Gono tatti nulli. 

Nei caso in cui sia a ugnale a zero, si ricava dalla (13)' , che deve verifi- 
carsi una qualunque delle seguenti uguaglianze: 

«1 + x,= 

a^ + a:^ = 0. 



C) Cfr. Oiomale di Matematiche di Battagline -n.^m^ 1 
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Ciò importa che l'equazione data abbia la forma: 

a* + co» + d = 0. 

6. Possiamo qnindi dire che: 

« Va' equaeione normale di 4° grado, irreduttibile in un certo campo X di 
razionalità a cui appartengono i suoi coefficienti, la quale ammetta per gruppo 
ài Oalois il gruppo armonico: 

Q = 1 , (X,X,)(X3X.) , CX,X,)(X,X,) , (XiXjCXjXj , 

e non sia della forma 

X* + ex» + d - , 

godè sempre della proprietà che ogni funzione raeionale in K delle aué radici ai 
esprime in funzione lineare di queste con coeffìcienti appartenenti a K>. 

7. Esaminiamo ora 11 caso In cai il grappo di G a I o 1 s dell'equazione data (U) 
Bla il grappo ciclico (C) definito dalle seguenti sostituzioni: 

S = (K,a:,a:g«4) , S* , S> , S* = l. 

Ammettendo anche qui che il coefficiente del secondo termine dell' equa- 
zione proposta (11) aia direi-so da zero, supponiamo che fra le radici (C, , x, , 
Xg , ^n ubbia luogo una relazione lineare con coefficienti appartenenti al campo K. 

Si abbia dunque: 

a^Xj + a^Xf + OgXf + a^x^ = 0. 

Applicando a questa relazione le sostituzioni del gruppo ciclico (C), si hanno 
le seguenti relazioni: 

a,a;, + a^j + OjX, + a^x^ = 
OjXi + oigx, + a,Xj + a^Xi = 
ojjc, + a^x, + fl,x, -f a^i = 
a^x^ + a,ar, + a,Xg + o^x^ = 0- 
Dalle (14), sommando la prima con la terza si ottiene: 
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cioè: 
(U)' (a:, + xj[(a, + a*) - (a, + a,)) = a{ai + a,) , 

essendo a ìì coefBciente dnl eecondo termine dell' equazioae data (11). 
Bnppoulamo dapprima che si abbia: 

a» + 04 4= «1 + ">• 
Dalla (14)' dedacìamo: 

(15) a;, + a, = a, + a;^ = e , 

essendo e un numero appartenente al campo K di razlonalitii. Le (15) ci di- 
cono che il primo membro dell'equazione (11) si pnò mettere eotto la forma: 

ove f , <t sono simboli di fmizioni razionali intoro con coefficienti in E; dò eqQÌ- 
vate a dire che 6 fanzione (') di fonzione. 

Facciamo ora l'altra ipotesi, cioè che si abbia: 

(16) at + ai = a^ + a^ 

Sommando le (14), tenendo conto che abbiamo sapposto la somma delle ra- 
dici diversa da zero, si ha: 

Onde, si ricava dalla (16): 

»! + a, = o, + a^ = 0. 

Sostitaendo nelle prime dae relazioni delle (14) &ù. a, , a^ gli eqaivaleiiti va- 
lori —Oj , —a,, ricavati dalle precedenti nguaglianze, si ha; 

a^xi + a^ ~ o,iCj - OyT^ = 

(17) Oj!C,-Oj»,-Oja:,-Kij!C4 = 

a;, -I- Xf+ Xf+ «4 = — a. 
L' ultima delle (17) è indipendente dalle altre dae, com'è facile vedere. Se le 



(>) Cfr. Capelli — SoUa ridottìbilità delle equazioni algebriche. 

TOL. XUD. 
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prime dae delle (17) fossero distinto fra loro, risolvendo il sistema (17) rispetto 
ad Xf fX^ ,Xt, ai avrebbe: 



essendo m ,n , nmnerl appaitenentl a K. 

Applicando a questa relazione le sostituzioni cicliche del grappo df Qa- 
1 ì s , si ottiene: 

Xj = ma;, + n 

Xg = mxj + n 
(18) 

«4 = «ucg + n 



Sommando la prima e la terza delle (18), si ha: 

«j + aij = m(Xi + «j) + 2n , 
cioè: 

(1 + m)(iK, + x^)=-'ma + 2n. 

Ora, se supponiamo che sia: 

m + 1+0, 
si ricava: 

3!, 4 a!j = X) + ar^ = g , 

essendo q an namoro appartenente a E. 

Ciò equivale a dire che il primo membro dell'equazione proposta si poò 
mettere aotlo forma di funzione di funzione. 

Se poi si ha: 

m+ 1 =0, 
dalle (18) si ricava: 



Cid è impossibile attesa 1' irredatcibilit& dell' equazione data (11). Abbiamo 
supposto che le prime due delle (17) fossero indipendenti fra loro; facciamo ora 
l'ipotesi contraria, cio& che siano delle combinazioni lineari. 

Perchè ciò accada è necessario, com' è facile vedere, che si abbia: 

cioè: 

essendo t radice quarta dell'unità, e precisamente radice dell' equasione: 
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Da ci6 si ricava che il campo E deve contenere l'immaginario {. 

8. Dai precedenti risultati, deduciamo che: 
€ Un' eqttazione ciclica di 4° grado: 

X* + ax' + bx* + ex + d = , 

irredutllbile in un certo campo K di raMonaUià, formato di soli nutntri reali, 
al quale appartengono i coefflcienti a ,h ,c ,à , se non è detta forma: 

?('I'(x)) = 0, 

in cut 7 , ^ sono simboli di funzioni razionali intere in E, ciascuna di 2" grado 
rispettivamente in ^ ed in x, gode della propvietà che ogni funzione razionnle iti 
K delle sue radici si esprime in funzione lineare di queste con coefficienti appar- 
tenenti a E». 

9. L' Ipotesi Jn cai le prime due delle (17) slana combinazioni lineari , me- 
rìla un particolare esame. 

Nella relazione: 



ponendo: 
essendo: 



[»,a:, + ajiCj + Oji, + a^x^ = , 
— a, , af = — af , a^ = ait, 
e»+l=ù, 



ei ricava: 

(19) te, - a:, = 6(a!4 - a,) 

Le precedenti relazioni ci dicono che il campo E di razionKlitft contiene 
l' immaginario i 

L' espressione a;^ — x, , assume per le sostituzioni di Q a 1 o i s quattro va- 
lori, 1 quali, com'è facile vedere, sono distinti. 

Infatti, applicando all'espressione x, - Xg, le sostituzioni del gruppo ciclico: 

S = (ar, Xt X, x^) , 8* , S* , S* = 1 
si ricava: 

y, = «1 - a, 

y» = »i - =* 
(20) 

p^ = «4 - x^. 
Se 8i avesse: 
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bÌ dedurrebbe: 

Applicando a questa relazione la 8, si avrebbe: 

Le ultime dne ag^aaglianze ci condorrebbero all' altra: 



la qaale é impoBsibìle, tenuto conto dell' ìrreduttibilìtìi dell' equazione data. E 
del pari impossibili sono le uguaglianze fra due qualunque y. 

Onde, Pi è un irrazionale (') algebrico in K di i" ordine. Tenuto conto della 
(19) e delle (20), si lia: 

cioè Vi )y% iVt > Vi sono radici dell' equazione ciclica: 

(21) y* = e , 

essendo e, un numero appartenente al campo K di razionalltfa. Poiché l'irrazio- 
nale algebrico y^ è di un ordine uguale al grado dell' equazione data, sappiamo 
elle ha luogo la seguente uguaglianza: 

(K , jBj , Kj , «a , a:^) = (K , y, , y, , y, , y^) , 

cioè Xi ,x,,ai,,a^ sono funzioni razionali in K delle radici yi,p,,y,, y* del- 
l' equazione binomìa (21). 
Ponendo: 

^1= sy, 

^8 = - Vi 

determiniamo la forma di queste funzioni razionali. SI ha: 

34= Ayt" + Bpi' + Cff, + D 

», = - Aiy,» - By,» + Ciy, + D 
(22) 

X, = - A yi> -h By,» -Cy^ + D 



Aty,*-By,»-Ciy, -t-D, 



(*) Cfr. Capelli — Sugli irrazionali algebrici. 
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076 A , B , e , D sono nnmeri appartenenti al campo K di rasionslftà. Dalla (19) 
abbiamo dedotte le (22); vediamo ora per qaali valori di A , B , C , D , possono 
aver Inogo delle relazioni lineari fta lo radici ^i ,Xf ,x^ , x^ con coefflcienti ap- 
partenenti a K. 

Sappocismo danqne che si abbia; 

(19)* o,ac, + «jK, + «sKj + a^aj^ = 

Da questa relazione, a cassa delle (22), ricaviamo; 

A{a, — «,< — «g + «4») = 

B(«, — e, + Oj - «4 ) = 

(28) 

C(a, + «,< — c(j - a^jj = 

D(«, + «j + «j + a^ ) = 0. 
Le (23) formano on sistema di equazioni lineari omogenee in «i , «t > «, , a^. 
U determinante fra i coefflcienti è espresso da: 
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i 
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~i 
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Se nesBono dei coefficienti A , B , C , D 6 nallo, il determinante A è diverso 
da zero, com' ò facile verificare. 

Onde il sistema (23) a determinante diverso da zero , ammette 1' nnica so- 
lozione: 

oi, = «j = c(8 = a4 = 0. 

Cib significa che ^a le radici x^yX^ ,Xg , x^ non ha luogo alcuna relazione 
lineare con coefficienti in K, ossia l'equazione proposta gode della proprietà che 
ogni funzione razionale in K dello sue radici si esprime in funzione lineare di 
queste con coefficienti appartenenti a K. 

Perchè fra le radici x, , ix, , x, , x^ abbia luogo una relazione lineare (19)', 
ove tHi I ^3 , oig > '^i ""^ sono tutti uguali fra loro, è necessario dunque che si 
abbia: 

4 = 0, 

cioè che sia nullo almeno uno dei coefflcienti A , B , C , D. Il seguente spec- 
chietto ci dir& quali sono le soluzioni che corrispondono alle Sj , a, , a, , a* , di- 
pendentemente dall' annullarsi di ciascun coefficiente A , B , C , D. 

/ A + ; B + ; C + \ D=0 ; o, =«, = «j = a4 

) Questo caso è da escludersi, giacché abbiamo supposto nella (19)' che 
^ ' I le a non sono tutte uguali fra loro. Quindi nessuna relazione lineare 
' ha luogo fra le radici. 
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A=ta ; B + ; = ; D=t=0 ; o, = - a» = »,i =* - »*'*- 

La (19)' diventa i|^x^—Xg) = x^ — !X^. 

QaÌDdi abbiamo una Bola relazione lineare tr& le radici, eoa coeffi- 
cienti in K. 

/ A + ; B = ; C + ; D + ; a, = -a, = a, s-», 

(IH) < Ls (19' diventa gc, +a;, = 3;, +x^. Qaesta reiasione oÌ dice oiie U pri- 
j mo membro dell' equazione si paò mettere sotto forma di funzione 
\ di funzione. 

!A = ; B+0 , C + ì D + \ «, = -!i, = -a,t = V 
La (19)' diventa: Xy- x^ = i(x^ — Xf^. Qaindi si tia ana soia relazione 
lineare fra le radici con coefflcienU appartenenti a K. 

Le relazioni lineari fVa le radici, corrispondenti ai casi (II) , (IV) , possono 
raggrapparsi più compendioBamente Dell' aniea relaaione 

»!-% = * ^(^* - a^j)- 
Fercliè questa si avveri è necessario danqae che si abbia: 

A = ; = 0. 
Ponendo = 0, le (22) diventano: 

», = A y,' + By,» + D 

a^ =s - Atj/j» - Ba,» + D 
(22)' 

«, = - A ffi' + By,» + D 

«4 = Atj/i' - By,» + D. 

Ora, essendo j/^ radice di un'equazione binomia j/*=!«, essendo e munero 

appartenente a K, facendo y = — , f equazione si trasforma nell' altra: 

(21/ «* = --. 

9 

Facendo y= — ,6 tenuto conto che dalla (21/ si ricava: 

1 1 

—i = eB ; -; = z'e , 

z' z* ' 

le (22/ si trasformano in queste altre relazioni: 

x^ = Bea* + Ae« + D 

ajg = — Bez' - Aeie + D 
(24) 

a^ = Bez* — A« « + D 

«4 = — Be«' + Aeiz + U. 
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Se nelle (22) facciamo A = , al ha: 

a, = By,» ^ C j, + D 

a^ = + By,» - C ff, + D 
ji^ = -Bffi»~0(ffi+D. 

Confrontando le (24) con le (24)', possiamo dire che ognano dei dae caai A = , 
C = , dà alle (22) l'unica forma: 

a, = ayi' + tfi + b 

a^ = «V,» - p, + ft 

x^=- — ay^* - fff, + 5 

essendo j/i radice di an' equazione bìnomla di qoarto grado, con coeiBcienii ap- 
partenenti al campo K. 

LO. Biassamendo I rlftultati fin qai ottonati, posBlarao dire ohe: 
< La condizione necetaaria » §uffìciente afflnchi un' equaàone normale di 
^ grado, irredutUbits in un certo campo K di Taàonalità cui appartengono i 
suoi coeffldenti, goda della proprietà che ogni fwmotté raaioiuà* im K d»lU mm 
radici li étprima in funelone lineare di queste con coefflcienti appartenenti a K, 
è che non abbia la forma: 

e»3endo f , i^ simboli di funaioni ragionali intere in K, rltpettivamente di 2° grado 
in ^ ed in z, e che le tue radici non liano funetoni rationati in K del tipo (25) 
dsUe radici di un' equazione bin^mia di 4" grad», irreduUibtle in K a cui appar- 
tengono i tuoi coejfficienti ». 

11. Se II primo membro dell' eqti&El&lie dAA ai ^aò mettere sotto forma di 
fanzione di teaoèoiMv 1» (11) s«r& del tipo: 

(26) (SB» f ya + 2)» -t- r(x* + pa; + j) + » = 

E se le radici Xi ,Xj,Xf,Xi sono esprimibili In fOnzione razionale delle n- 
dici di un' equazione binomia di 4" grado , cloò se sono vere le (25) , dall' e- 
qnazione: 

»i ricava: 

y= ■/ti. 
Sosticnetido qMRo vftkm di y nona prima delto {SS), isi tra: 



x = a^+ va + b 
Ì^x~a^fa —b) = V« 
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cioè, esegaendo i calcoli: 

(27) (X* -2bx + a*a)* = a(2ax - Hab + 1)». 

Il teorema precedente paò ennnci&rsi nel aegoente modo: 

< Afflnchè un' equazione normale di 4" gì-ado, irreduttibile in un certo campo 
K di razionalità a cut appartengono t suoi coefficienti, goda della proprietà enun- 
ciata neW articolo precedente, è necenario e Bufflciente che non abbia alcnna deUe 
forme (26) , (27) ». 

8. 

12. Sia: 

(2fi) se" + par* + 5*' + ra-» + »a; + e = 

un' equazione normale di 50 grado, irreduttibile in un certo campo K di razio- 
nalità, a cui appartengono i coefficienti p, q, r, e, t. 

Sopponiamo che fra le radici x^ , x, , x^ , x^ , x^ di (28) abbia luogo ana re- 
lazione lineare: 

(29) a^a + «l'^'i + 'Vi + «s'^s + ««i»* = "y 

Senza ledere le generalità possiamo supporre, com' è facile vedere: 

Oo=l , fl, = 0. 
Onde, la precedente relazione diventa: 

Xq + a,a!i + OjiBj + ogXg + a^x^ = , 

essendo Oi , a^ , a^ , a^ numeri appartenenti al campo K. 

Essendo l'equazione (28) ciclica, il suo gruppo di Galois è coBtitnito dalle 
potenze di una stessa sostituzione circolare, cioè si avrft: 

(C) = 8,S'',S>,S*,86 = 1, 
essendo: 

8 = (xt,Xi,x^,Xf, «4). 

Applicando alla (29) le sostituzioni di (C), abbiamo le seguenti relazioni: 
Xf + a,a7j + ajSCj + CgXj + a^x^ = 
a;, + a^iCj + Oja^ -H a^x^ + a^Xo = 
(29)' X| + OjXg + a^x^ + a^x^ + a^ar^ = 

Oj + alX^ + a^ + Oja:, + a^K, = 
^^ + ^r^ + <h«i + Oj*! + o*«» = 0- 
CoDBiderando nel sifitema (29)' i coefBcienii a^ = 1 > Oi f a, , a, , o^ come in- 
cognite , il determinante fra Xq , Xj , x, , a;, , a^ è un circolante, e sappiamo (') 



(*) Cfr. Pascal. Repertorio dì Matematiclie superiori. 
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che 6 aguale al prodotto: 

- 9o(«)9i*»)?»(«)9«(«)?i(«) . 
In cai: 

?(«) = aio + «!«■+ a^ -f a^z''+ «^z*. 

A z bìsof^a BOBtltaire ans radice dell' eqaszloae: 

1^ = 1. 

Se nessQuo dei fattori ?« » ?i ) 7i t 7s > ft fosse nallo, il problema ammetterebbe 
la Bolnzione: 

oo s= <*, = a^ =; (^ ts 04 = 0. 

Ciò è Impossibile, essendo «0 = 1. 

Supponiamo che il coefficiente p dell'equazione data (28} sia diverso da zero. 

Non potendo qntndl essere 9(1) - 0*, per l'ipotesi testé fatta, aarft nnllonno 
degli altri fattori 9. 

Abbiasi dùnque: 

(30) JBft + *i«o + aJjEo» + 0,80' + XiV = , 



) Se f II 1 ^ t ^3 ) E4' radici dell' eqaazione della divisione del cerchio In cin* 
qae parti ognali, oieè dell' equazione: 

(81) tf* + i^+y^ + ff + 1=0. 

La (31) , come sappiamo (*), è ciclica ed irredattiblle nel campo dei numeri 
reali commeoBurabili. Non pni> avvenire però che sia Irredottibile liel campo K 
di razionalità a cui appartengono i coefficienti dell' equazione data (28). 

Se ciò fosse, aggiungendo al' catni^o K le mdlci ae, , x, , x, , x, , «^ la (81), 
com'è facile comprendere, sarebbe irredattiblle nel corpo algebrico: 

(K , Xg , ic, , x, , a^ , as^). 

Poiché la (30) ha una radice e io comune con la (31) , si dovrebbe avere: 

x^ = X| = a^ = X| = x^. 

Ciò è iitfpòsslblltf attesa l' irredmtlMlitft dell' eqowicnndMS (SS). 
Resta quindi esclosa l'ipotesi che l'equazione (31) sia irreduettbilfl' in E. 
Dovendo quindicBSeré rldottlbllt;, ramponiamo chési spemtìi-ia due fattori, 
ciascuno di 2° grado, con coefficienti appartenenti al campo S.. 

Noi supponiamo che il campo Ciìon contenga le rtidlcf dell' eqoaztone (31), 
cioè Eg > E| , t, , Eg , le quali sono legate dalle seguenti relazioni: 



h = V 



(>) Cfr. Bianchì Luigi. 

VOL. ZLnt. 
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II grappo ciclico di Galois dell'equazione (31) sia formato dalle potenze 
della sostitDzioiiG S = (Eq , e, , e, , e,). 

Avendo supposto che l' equazione (31) si spezzi in dae fattori irredntti- 
bìlì in K, ne viene che, se Eq 6 radice di ano di questi fattori, sar& e^* = e, 
r altra radice. 

Onde, assieme alla (30) snsai8ter& anche la relazione: 

(30)' Xo + a:,Bo* + x^t^^ + fljgEo* + x^Eg = 0. 

Sottraendo dalla (30) la (30)' si ottiene: 

^^li^o - ^0*) + «»(3o* - Eo*) + a;s(eo' - «o') + a:*(eo* - <o) = 0- 

Questa relazione è del segnente tipo: 
(32) ax, + bXf-bXf — aXi = 0. 

Poiché abbiamo sapposto che il campo E non contenga la radice Eg , for- 
miamo ora il nuovo campo K' = (K , e^). 

In questo nuovo campo di razlonalitft , 1* equazione data si mantiene irre- 
duttlbile, com'è facile vedere. 

Applicando alla (32) le sostituzioni del gruppo di G a i o j s doli' equazione 
data (28), si hanno tre relazioni distinte, che, assieme alla nota relazione; 

«0 + a:, + ar, + a, + a;^ = —p, 

formano nn sistema di quattro equazioni lineari nelle incognite iTq , a;, , a;, , a;, , x^. 
Abbiasi dunque: 

(KB, + tej — bxg — ax^ = 

— axQ + ax^ + bXf — bXf = 
(82)' 

— tej - ax^ + ax^ + bx^ = 

x„+ a;, + 10,+ Xg+ Xt = ~p. 

Essendo p diverso da zero, come si è supposto, l'ultima equazione ò distinta 
dalle altre. Dimostriamo adesso che le prime tre equazioni del sistema (32)', sodo 
indipendenti ft-a loro. 

Infatti, se fossero delle combinazioni lineari, si avrebbe: 

— b = ^a ; -a = a.a ; = ba + a^ ; a = -ap + 6? ; 6 = - aa - fif, 

in cai a, fi, sono numeri appartenenti al campo K'. 
Da queste ugaagUanze ricaviamo: 
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Ora, poiché a altro noo è cbe Eq — e/ , si avrà: 

ea - Eo* - 1 = 0. 

Questa equazione, a cai deve soddisfare e, è impossibile com'ò facile vedere. 
Onde, le (32)' sono indipendenti, e risolveodole rispetto B.A x^ ,x^ ,x^ si hiu 

aii = cac, + d. 
Applicando a questa relazione le sostitazioni di Gatois, si ricava: 

aij — ca;, + d 

x^-cx^ + d 

OCj = CO!!, + d 

Esprimendo x, , a:, , x^ In funzione dì 3^ , le precedenti relazioni diventano: 

ac, = e JCo + d 

!B( = (Ac, + d[c + 1) 
(33) 

Kg = c'aCfl + d(c* + e + Ij 

au^ = c*a:o + ''{e* + e* + e t 1). 

Sommando queste relazioni, e notando cbe si ba: 

a:, + Kg + aJj + ìt^ = - aio - 2> , 
bì ricava: 

ir,(c* + e» + e' + e + 1) + d(c' + 2c» -t- 'oc + 4) +y = 0. 

Ora, avendo questa equazione nna radice in comune con l'eqnazione dala (28), 
saranno nulli i suoi coefficienti, cioè si avrii: 

e* + e" + e' + e + 1 = 0. 

Da cai si ricava che e è radice dell'equazione della divisione del cerchio 
io cinque partì ugnali. 

Onde, il campo di razionalità E, rispetto a cni l'eqnazione normale data 
è irrcduttibile, conterrebbe, a cansa delle (33), la radice t. Ciò è contro 1' ipo- 
tesi fatta. 

£ poiché le (33) sono state dedotte dalla (29), è chiaro che deve essere im- 
possibile quella relazione lineare fra le radici '^o iX^ ,x^,Xf , x^. 

13. Dopo quanto si è detto, possiamo enunciare il seguente teorema: 
« Un' equaaione normale di 5' grado , irreduttibile in un certo campo K di 
razionalità , a cui appartengono ì tuoi eoe/scienti, il quale non contenga le ra 
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dici dai' equasione della divisione del cerciiio in cinque partì ugvoH gode della 
proprietà che ogni funzione razionale in K delle tue radici ri etprime in fun- 
zione lineare di queste con coefftcientì appartenenti a K ». 

14. 8e il campo K di razioiuilit& cootifloe le radici dell' eqaazioDe della di- 
visione del cerchio in cinque parti agnall, con un ragionamento analogo a quello 
tenato nel § 1 per le equazioni di 3° grado, si deduce che: 

Affinché r equazione data di 6» grado goda della proprietà menzionata Del- 
l'articolo precedente, è neceasarìo e eofflclente che le sue radici siano funzioni 
razionali in K delle radici di no' equazione bìnomia di &" grado, y^~e, esBendo 
e un numero appartenente a K, cioè si abbia: 

Xi = A(ì/(* + B^j* + C(y,* -I- D,tfi +E,, 

con la condizione che neesuno dei coefficienti A, ,Bi,Cf , Df sia nullo. 

15. Nei capitoli che precedono, abbiamo supposto che il coefficiente del se- 
condo termine dell'equazione normale proposta, fosse diverso da zero. Giova 
pertanto notare che ì risultati ottennti continuano a sussistere quando si sup- 
ponga che il predetto coefficiente sia ugnale a zero, giacché con una trasforma- 
zione lineare delle radici, ponendo cioè: 

x = ]/ + d, 

in cui d è un numero del campo E non nullo, l'equazione data in x si trasforma 
In un' altra co] coefficiente del secondo termine diverso da zero , ed alla quale 
possiamo applicare i teoremi gìA enunciati. 
Infatti si ha: 

<Mi»,,a:j,...!Bj=4i(y, + d,j/, + d,...,ff„ + d)=a,y, +a,y,-K... + a,jf„ + a.^., , 

in cu) 4* é simbolo di funzione razionale intera in K , ed a, , Oj , . . . a„ , a^^j 
sono coefficienti appartenenti al campo K di razionalit&, in cui si suppone irre- 
dnttibile l'equazione proposta. 

Dalla precedente eguaglianza si ricava quost' altra: 

«K»! , a^ , . . . , arj ^ o,a;, + a,x, + ,...,+ a^x„ 4 (n„+, - nd) , 

la quale dimostra appunto la nostra asserzione. 

Cassino, 31 Gennaio 1905. 
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DEI COTAKÀNTI ED INVARIANTI DEL 4» E DEL ò'> GRADO 
WEL CAMPO TERNARIO 



ORESTE CHIOMIO 



In qaeata note tnl occupo dello studio dei covarianti e degli invarianti del 
4" e del 5» grado nei coefficienti della forma ternaria generale di ordine m. Me- 
diante le forinole di riduzione esprimo detti covarianti con funzioni lineari di 
alcani di eeei cbe si possono perciò chiamare fondamentali. Le relazioni che 
trovo sono generali, valgono cioè qualunque sia 1' ordine m della forma fonda- 
raeaUle, e p^mettooo di determinare, specializzando m, l covarianti fondamen- 
tali del 40 grado delle forme per le quali r)^9, e quelli del 5° grado delle 
forme per le quali m^G. 

Tra i covarianti considero in particolare quelli analoghi al covarianti ohe 
nel campo binario si denominano spinte, ossia i covarianti del tipo (abc)''aj'~* 
b^~* cj"^ essendo; 

f=-a„'' f ^ b„* ^ = ej' 

tre forme fondamentali qualunque. Adottando per questi covarianti il simbolo 
®V.fjt ** l'*!"^ ifi'f»^)'' sarà: 

ed ò chiaro cbe per le note proprietà dell'operatore di Cayley risulta: 

essendo ù l'ordinario operatore di Cayley diviso per il prodotto degli ordini 
nelle x, nelle y, ideile e, dall'espressione su cui si opera. 



('> QoMti covarianti lì cliameremo brevemente covarianti S. 
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Nel caso considerato la questa nota i covarianti S che avremo da conside- 
rare relativamente all'anica forma fondamentale f = a^," sono quelli del S» grado, 
del tipo {f,f,ff\ del l» grado, del tipo {f^,f,f)*; e del S» grado del tipo 
{f* ìf jf)* o ((fiftf)' , f,fY', e non avremo da dare che valori pari a I: ed £> 
essendo identicamente natii ì precedenti covarianti S pei valori disparì di k ed i. 

Oltre di questi considero anche alcuni covarianti 8 di ordine superiore al 5°, 
ma che si esprimono mediante covarianti di grado non superiore al 5° e potenze 
della forma fondamentale. 

Chiudo la presente introduzione Indicando le formole fondamentali di rìdu- 
zione delle quali farò ubo. £sae sono : (>) 

(A) {al>c)a^={dbc)a„+(adc)b^+(abd)c„ 

(B) 2(a6c)(a&d)c,da,=(aftc)»d„*+{a6d)»c%-(acdj»6%-{6cd)»a\+2(acd){fccd)a,&. 

(C) iabc){ade)=(adc)(abé)+{abd)(ace). 

I. 
§ 1. OoTariantl di 4° gfrado 

f = a«," = b," = Ca," = d„". 

I . It termine generale di un covariante Intero del 4.° grado 6 : 
C = (abcf\abd)''*(acd)'\bcd)\j^~'*bj^~'*cj^~''dj'~'' 



at = r, t *■, + »"j , «9 = Tj + r, + r^ , «, = r, + Tg + r^ , », = r, f r, + Tt. 

L'ordine del covariante, ponendo p = r, + r, + j-g + r^ , è 4m - Sp. Si avranno 
percib i covarianti del vari ordini dando a p 1 successivi valori Interi, positivi^ 
e determinando per ogni valore di p tutti 1 Blstemi di valori interi e positivi per 
le r tali che sia r, + r, + r, -(- r^ = p. £ polche, per l'equivalenza del simboli, ogni 
permutazione tra le r non altera il valore assoluto del covariante, ad ogni serie 
di valori delle r non oorrisponderb che un unico covariante pel quale prende- 
remo te r tn ordine decrescente ed ometteremo dì scrivere i valori nulli deile r 
come indici al covariante C ; cosicché avremo covarianti a 4,3,2 indici. In 
quanto ai covarianti ad un indice essi si riducono ad un covariante S del 'à" gra- 
do ; difatti : 

Cp = (abcfla/"^ 6„"-P c„"-P d^" = {f,f,ff'f. 



(') Vedi p. es. Capelli: Legioni mila teoria delle forme algebriche, p. 233. 
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È utile poi Dotare che per p dispari sodo nolli i corariantl sventi dna indici 
eguali, ed in particolare qnindi i covarianti a dne e ad an indice. Difatti, scam- 
biando i Bimboli e e d risulta: 

C, ^ ^ r = f" ^^'^'^*^' ^ = °- 

essendo r^ + r^z=p — 2r, nn nnmero dispari. 

Notiamo Infine ctie per la riduzione del covarianti segairemo sempre lo 
stesso procedimento. Per i covarianti a 4 e S Indici sostituiremo cioè il fattore 
[<d)e)d^ con la formola fondamentale (A) ; Invece pei covarianti a due indici so- 
Btiiniremo il fattore {tàid)c„ e avremo : 

Applicando la ridazione al nnovo covariante a dae Indici che comparisce al 
secondo membro si finirà per giungere al covariante: 

Quindi i covarianti a due indici ti etprimono linearmente mediante i cova- 
rianti a tre indici ed il covariante {f-f-f)P-f. 

Ed ora passiamo alla determinazione dei covarianti del diversi ordini. 

2. Covarianti di ordine im. 

I covarianti di 4" grado, di oi-dine 4m, sono proporzionali ad f . 

3. Covarianti di ordine Im— 3. 

/ covarianti di f grado, dì ordine 4m— 3, sono nulli. 

4. Covarianti di ordine 4tn-6. 

Segue (essendo 'B = {f-f-f)* l'esslana della forma f): 

I covarianti di ^ grado , di ordine 4m - 6, tono proportionali al prodotto 
della forma fondamentale per la tua essiana. 

Consideriamo il covariante S di ordine 4m~6: if* ,f ,f)*- Invece di calco- 
larlo mediante l'operatore 0, possiamo servirci del calcolo delle polari. 

Foniamo perciò : 
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Applicando l'operatore C^^, ad a^** risolta: 

Soatitoendo ad y, , y, , y^ rispettivamente i complementi algebrici di Oj , Oj , 
oc, nel determinante {aab), e completando i simboli, abbiamo : 

6. Covapianti dì ordine 4m-9. 

Segue: 

/ covarianti di 4° grado, di ordine Im - 9, Mono nulli. 

6. Covarianti di ordine 4tn-12. 

C,.,,.,i > C..,,.=C.,.,.,i-2C,,.., = jC.,..,., 

C,,, = 2C.,,,, + C,.. = -*- iff-m ^ ~ C,..,..,. 

Segue: 

/ covarianti di 4? grado, di ordine 4m — 12, «ono oombintuioni lineari di 
(f-f-f)*f e di Cj,,,. 

In particolare, per m=: 3 : 

L'invariante di 4^ grado della cubica ternaria è C, , ,_,=(abcj(abd)(acd;(bcd). 

Per m > S consideriamo il covariante : 

Dalla (1), applicando ai due membri l'operatore Tì'„^, si ha: 

(3) 
ove si b posto : 

m* = m(m - I) . . . (m - fc + 1). 



Digitzecbv Google 



)( 121 )( 
Dalla (3), eliminando le y, ei ba: 

y./-,f)'= '"""'(/■./.nvt^""''''" e.. + "'"•""' 0.. 

(2m-l)' (Zm-l)" ■ (Sm-ljf 

ed introdacendo i covarianti fondamentali : 

Quindi : 

Pkt le forme di ordine m > 3 t covarianti di 4? grado e di ordine 4m — 19 
MOno comUnnaeioni lineari di (f*,f,f)* e di (f,f,l)*-f, ostia ti eaprimono con 
moli covarianti S. 

7. Covarianti di ordine 4m - 16. 

«...,..1 = C,^,, = C.,,,, = C,., = Cj^ = 0. 
Quindi : 
/ covarianti di 4" grado di ordine 4m — 15, «oro nulli. 

8. Covarianti di ordine 4m — 18. 

C».t,i = C,4,,4 - C,_j_j — C,_,_i = — 0, ,_, 1 - — C,j., 

<«) C«* = 9C„,,,j - 3C,,,^ + j (f,f,n*-f. 

Segue: 

J cooaWanfi di 4" i^rado, di ordiiw 4m — 18, tono comMnanoni Nneari di 

o.«.i,c„,,, ,(f,f,f5'-f. 

In particolare, per m = 6 : 

/ coeorianW di )(• grado e del 2" ordine della quintica ternaria, tono pro- 
porsionaU a G,j,,, 

Per m > 5 possiamo considerare 11 covariante ; 

ir.r.fY = {afl&)«a„»-«a.--<'6,,-«. 
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Dalla (3), mediante l'operatore D*„y , si ba ; 
(8m-lfa.'"-V=(»»-')'«.'"''."V* '(•»-')'" ''•""'''■.""V''.+ 

+ 15(m-I)"'ii>V-'<i,"-'c,M/+ 10(iii-l)'m''i!,"-'<J,""o,'<J,'. 
da cui : 

,f. f . (■«-3Xm-4X3»-5) 



""4{2m-lX2m-3)(2m-5) "''•'' ' ^ 4(2)n-l)(2m-3)f2w-5) 
(6) 

10m"> 



4{2ni-l ){2m-3)(2m-5 ) 



Dovremmo ora soatitaire per Cj , , C^_g le loro espressioni nei coTariaoti fon- 
damentali. Si pnò perd evitare questa sostìtazione, osservando che le (a) si pos- 
sono risolvere rispetto a C, g,, , G, , , e quindi si possono assumere come fon- 
damentali i covarianti Cj_j , 0^, , {/',/,/')'■/■ Eliminando allora C^j mediante 
la (5) risolta: 

Per le forme di ordine m > 5 i covarianti di 4" grado e di ordine 4m — 1 8 
tono combinazioni lineari di (f,f, f)*'f , (f*> f »*■>*. Cg_j. 

9. Covarianti di- ordine im — 31. 

Segae: 

I covarianti di 4" grctdo, di .ordine 4m - 21, sono nnlli. 

10. Covarianti di ordine 4m - 24. 

^8,8,» > C«^^ = — C( j g_j + 2C,^ , , C4_, , =-^ ^t,i,i,ì - 2" *'»,» j 
'^8.»,l = ~'^l,».ì,l+ -5- '^8^,1.1 ~ T *^».s.» 
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0.,,.,=-4C,.„,, + 60„,,.,-5C„j, , C,,, = i (/■,/■, /-)»./■ 

[0„=- 80 ,, + lìC,^j,,- iOC„, + jif,fiff-f 

(6) C„=-10C,,„,,+ 16C.j,,,, -15C + -l.y, /•,/•)>./■ 

(o,..= -100,.,,,, + leCjjjj - 16C,,,,, + ~(f,f,ff-f. 

84tgae : 

I covarianti di 4° grado, di ordine 4m - 24 sono combinazioni lintari di : 
C,,j,,C,,..,.,,C,,,,,,(f,f,f)«t. 

Io particolare per m = 6, 7 si ha : 

L'invariante di 4" grado della settica (ernona èC,_e j g=(abe)'(abd)Vacd)*(bc<ì)*. 

/ covarianti di ^ grado e del 4° ordine di a',, sono combinazioni iineart di 

ideriamo 11 covariante . 
Dalla (4), mediata!» l'operatore D*^,^ , ai ha : 



y '"" 24(2(»-lX2m-3)(2»»-5X2m-7) """' ' 

m + 7(,»-4r'm' 7'"'-^)'»' e ^ 

2(2m-l)(2m-3){2m-5)(2m-7') '•' (2m-l)(2m-3)(2m-5)(2m-7) *'* 



8<2m-l)(2m-3)(2m-5)(2m-7) *■** 

Osservando ora che per te (b), essendo il determinante del sistema rispetto 
'^ ^t^ ■ I > ^8,1,1,1 > ^>,94 eguale a -20, si possono assumere come fondamentali 
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i coTarianU a due Indici C^^ , C,_, , C,_, , (/,/',/')'■/', ed eliminando Cg^ me- 
diante la (7), risolta : 

Pvr It forme di ordine m > 7 t covarianti di 4" grado, di ordine 4m — 24, 
tono combinasioni lineari di C,^ , Cj, , (P ,f ,f)* , (f ,,f ,f)»f. 

11. Covarianti di ordine 4» — 27. 

Sono nnlll i covarianti a due indici egnalì ; o restano I covarianti 

Segne: 

/ covarianti di 4" grado, di ordine 4m— 27, tono proporzionali a C^^J. 
In particolare, per m = 7, 8 : 

I covarianti di 4° grado e del 1" ordine ài a^^, e qìuHi del ò' ordine di bl^ 
Bono nuUi. 

12. Covarianti di ordine 4m - .'to. 

*^*.».I,l = "2" *'*'•'*■* ~ Y^»J.»." ' ^'SJ.t.i ~ ^^S,t,t,l ~ C(,j,s.i , C4^,_, 

t^,..i,i=-27<5».i.i.t+9<'M^.i+3C..4,.., , C,^,,=lc,^^., , C^,,,, 
OM,,= yO„^.,-|-C,^^,, + C,^,. , C«.,,,= 5C,^..,,-|c,.,^., + 2C,..^ 

•^gj.i - ~ "2" *^".»-» "*■ "e *^»^-».» "^ 2^ ^*4.i,i "* "2" *^M.» 

_81 15 5 7 

W,t.i - - "2 W,s,t,» + y W.j,».i + y '^*.*4.i - -g W.*,i 

C<.... = -58 0„,,., + 34C,^,,,,+ SC^^,,,,- 7Ct,«,, 
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/ C„ = - 1160,,,,,., + «80,3,,,, + ■6<'i*.i,i - "°'.'.' ■* jlf'fif>"-f 
= - UTC,,,,,,, + 830,,,,,,, + 210,j.,,, - 210.,,,, + ■jlf,f,f)"f 

\C„ = - 1500, + ^0,,,,,, + 240,,,.,,, - 210,,.,, + i(f , C , fl" ■ /• 

\0,, = - 150C.J.,., + *^C..,.,., + 250....,., - 260...., + \{f,f,r)"f 

Segae: 

/ GOoortanti di ^ grado e di ordine im - 30 soho combinazioni lineari di 
C,j,,., , C,jj,, , 0...,,., , 0...., , (f ,f rt'Y. 
In particolare per m = 8, 9, si ba : 

I covarianti di 4° grado a del ì' ordine di &J Bono proporzionali a C,, 

/ covarianti di 4" grado e del 6' ordine di a,* sono combinazioni lineari di 

Per m> consideriamo il covariante ip ,f,fY^. 
Dalla (6) si ha : 

(2m-l)'a,»"-»%"*=(m-l)"c,*-"d."c,"»+lOCm-I)*mc»— »d„'"-'c/dy+ 

4 2lO(»»-lj» wi*c,"-«d,"'-*Cj,»dj,*+ 126(m-l)* ?n^c,"-*d."-*Cj,*d/ 
qQindi : 









210(wt-l)'m* 126(m-l)*wi' 

{»(2m-l '•* (2m-l)» *'** 

Osservando che il deteroiinanto del sistema delle (e) rispetto a C,^ , ^ , 
^9A*.t I ^tA.i.t > *^*,*,i * ^^ 8* ^*^® •'*'*' *' possono assnmero come fondamentali 
i covarianti a due indici C^^^ , C^^ , C, , , Cgj , {f,f,f)'*f- Eliminando allora Cg, 
mediante la (8) risalta: 

Per le foriM di ordine m > 9 i covarianti di 4" grado, di ordine 4m — 80, 
tono eombinationi lineari di C,^ , 0,^ , 0^,, , (f* tftf)^" > if ,f .f)^'*-f- 

13. Dalle relazioni precedenti si hanno tutti i covarianti del 4o grado delle 
forme di ordine m <^ 9. Per ta forma del 9" ordine si hanno i covarianti dal 6° 
ai 36o ordine; voloodo completare i covarianti delle forme del 9o ordine bisogna 



e bv Google 



)( 126 )( 

considerare i covarianti di questa forma compresi in quelli di ordini 4m — 33 e 
4m — 36. Dai covarianti di ordine im — 33 si Iianno 1 seguenti covarianti del 
3° ordine di «„*: 

'^3.sj,i - ^t,i,a.i — %.t,t3 = 

quindi : 

I covarianti di 4° grado e del 3° ordine di &^° sono nulli. 

Dai covarianti di ordine im — 36 si ha poi : 

L'invariante di ^ grado di a/ è Cj jj , = (abc)'(abd)*{acd)'(bcd)'. 

14. Conosciamo ora tutti i covarianti od invarianti del 4" grado delle forme 
il cai ordine non supera 9. Dalle relazioni precedenti risulta infatti (indicando 
con a, p, Y, 6 delle costanti) : 

La forma a^ ha covarianti di 4» grado solamente del 4*> ordine e del tipo 
a/*, essendo nnlti i covarianti del 1° ordine. 
La forma a,* ha covarianti di 4» grado : 
dell'S» ordine, del tipo: af* 
dei 2» ordine, del tipo: aSf. 
Sono nulli i covarianti del 5° ordine. 
La forma a^' ha covarianti di io grado : 
del i2o ordine, del tipo: af* 
del fio ordine, del tipo: oB/ 
invarianti, del tipo: a{abe}{abd)(acd){bcd). 
Sono nulli i covarianti degli ordini: 9, 3. 
La forma aj^ ha covarianti di 4» grado : {') 
del 16° ordine, del tipo: ctf* 
del 10° ordine, del tipo: oEf 
del io ordine, del tipo: a{f,f,fYf* ^if*,f,t)- 
Sono Dalli i covarianti degli ordini: 13, 7, I. 
La forma aj^ ha covarianti di 4° grado : (*) 
del 20° ordine, del tipo: af* 
del 14° ordine, del tipo: «H-/' 
deirao ordine, del tipo: ('■{f,f,f)*f+l^(f»,f,f)^ 
del 20 ordine, del tipo: aO, , , ,. 
Sono nulli i covarianti degli ordini: 5, 11, 17. 
La forma a^' ha covarianti di 4" grado : 
del 24° ordine, del tipo: af* 
del 18° ordine, del tipo: aHf 
del 120 ordine^ del tipo: alt,f,f)* + ^if*,f,f)* 
del 60 ordine, del tipo: aCjj + ?(/',/■,/')"/'+ -f*/^,/',^)'. 



(*) Cfr. M a i B a n o — Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma ter- 
nnria biquadratica (questo giornale, I88I). 

(*} Cfr. Perna— La qnintica ternaria (questo giornale, 1902). 
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Invarianti del tipo: a{abc)\abd)^acd)*{bcd)*. 
Sodo nalU i coTarianti degli ordini: 21, 15, 9, 3. 
La foEtna o„'' ba oorarianti di 4" grado : 

del 28» ordine, dei tipo: a/* 

de) 22o ordine, del tipo: aHf 

del 16" ordine, del tipo: a{f,f,f)*f+^(f*,f,f)* 

dei ICK> ordine, del tipo: aCs^a + ^lf,f ,f)*f + W* >f tf)" 

del 40 ordine, del tipo: aC, , , j + pCg g, i- 
Sono nnlli I covarianti degli ordini: 25, 19, 13, 7, I. 
La forma a,^ ha covarianti di 4° grado : 

del 32o ordine, del tipo: a/* 

del 26o ordine, del tipo: oEf 

del 20» ordine, del tipo: a(/',/,f}y + p(/* ,/*,/•)* 

del 14» ordine, del tipoi «Gag + ^{f,f,f)'t + ^{f^Jìff 

deirs» ordine, del tipo: aC.^^' + |dCs^ + f(/',/',f)8/ v t(p,f,ff 

del 2» ordine, del tipo: aCj ^ g_,. 
Sodo nnlli ì covarianti degli ordini: 29, 23, 17, 11, 5. 
La forma aj ba covarianti di 4» grado : 

del 36» ordine, del tipo: «f 

del 30» ordine, del tipo aSf 

del 24» ordine, del tipo: a{f,f,f)* + 'f(f'<f,f)* 

del 18» ordine, del tipo: aCg^ + WJtfff -^ y{f*,f,f)^ 

del 12» ordine, del tipo: aC^ 4 + gCj^ +f(f,f,f)V+ ^iP,f,ff 

del 9» ordine, del tipo: aC^_5_, 

del 60 ordine, del tipo: aCj_,_,,j + pCj^s^a 1 + fC^^.i,!- 

Invarianti del tipo: a.{abc)\al>d)\acd)\bcdi^. 
Sono nnlli i covariaoti degli, ordini: 33, 27, 21, 15, 3. 

§ 2. Invarianti di 4° grado. 

Bisolta da qnanto avanti è detto che le sole forme ternarie, di ordine non 
Biiperioro al 9», le quali ammettono invarianti di 4° grado sono: a„* , a^^ , aj" , 
ossia quelle il cai ordine è maltipto di 3, ed inoltre per queste forme l' inva- 
riante è unico. 

È (tnesta una proprietà che vale in generale non solo per gli invarianti di 
4» grado nel campo ternario, ma ancbe per gli invarianti di grado n -t- 1 nel 
campo ennario. 

Infatti in jjnesto campo, un invariante di grado n+1 è espresso simbolica- 
mente da : 

1= (a'" , al»l , ... , al»t)'''.+i(o('t , ... , aC-K , aC*»)'''. ... (a<»l, a'»' . . . af"*'!)"! 

«e» = a/'t , OjC' , . . . , «„<*' 0=1, 2, ... , n+1) 

t dì simboli equivalenti. 
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*"n+l+''«+--*-'"l=»'«+Ì+"+^S+*"l=-=Vn+*"n-l+-+''i=''»+''n-i+-+'"l=»» 

risalta l'unica soluzione : 



quindi deve essere m multiplo di n, e l'invariaute è udìco. 

Osserviamo poi che le due serie di simboli a"' , a'*' entraao insieme nel 
primi n — 1 fattori, per cai eoambiandole tra loro si ha : 



quindi se — ed n — 1 sono dispari, ossia — è dispari ed n par), l'invariante I 

è nullo. Concludiamo adunque : 

Affinchè nel campo n'''" la forma a^"* ammetta invarianti digrado n+1 deve 
essere m multiplo di n. Soddisfatta questa condizione, l'invariante é unico. 

Nel caso di n pari, perchè l'invariante non sìa nullo identicamente deve es- 
tere m multiplo pari di n, ossia multiplo di 2n. 



n. 

§ 1. OoTUrUntl di A» (rado 

f=a,-=b,- = c,- = d,- = e,- 

1. Il termine generale di un covariante intero del b° ^rado è: 

(1) {abc)\abdf\abef\aedf*(ace)\ade)\bcdf\bce)\bde)^\cd6f"aj*~''bj*~** ..ej^'' 
dove : 

«*-r,+r4+rg+rT+r,+r,o »5=r,+rj+r,+rB+r,+r,o. | 

L'ordine del covariante b 5m— 3p, essendo p=fL't-rg+ ... -f-r,g=£r. 

Siccome le r non godono piti, come prima, della proprietà permntativa, in- 
vece delle r considereremo le s, e diremo che il covariante (1] appartiene tUla 
classe (b, , B, , B, , S4 , s^) della qaale s^ è 11 k?^ indice. 
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È facile ora vedere che due classi I cai indici differiscono per nna permn- 
tazione hanno gli stessi covarianti in valore assolato, per cai ad ogni serie di 
valori delle t corrispondenti ad nn dato valore di p, non corrisponde che nna 
classe di covarianti e nella qnaie disporremo gli indici in ordine decrescente. 
Per avere però tutti i covarianii di no dato ordine 5m-3p non è necessario co- 
Btmire i covarianti per tutte le classi che al dato valore di ^ corrispondono, 
poiché in virtù della formola fondamentale (À) ai possono ridarre tutte le classi 
di nno stesso ordine ad nn certo numero di esse che si possono chiamare fon- 
dameìitali, poiché in funzione dei covarianti che ad esse appartengono si esprì- 
mono linearmente i covarianti delie altre classi. Infatti, mediante la suddetta 
formola (A) 11 covariante (1) si riduce alla somma di tre covarianti appartenenti 
a tre classi che derivano dalia primitiva (s, , >| , s, , g^ , t^) aumeatando di nna 
unità il quarto indice e diminuendo di un'unità snccessivameote i primi tre in- 
dici. Ci6 si pub esprimere in modo simbolico, scrivendo : 

(*i ,»t ,<»>««, «s^X^*'"^'*»''' •■«+^' *o)'(«i>«»-l. «».**+ 1» "li). 

B ciò permetterà una prima riduzione tra le classi dello stesso ordine. 
Una seconda riduzione, tra i covarianti di nna stessa classe, si ha mediante 
la formola fondamentale (C) in virtù della quale si ha e vide n temente : 

(»i . «i . »j . »* » »s) = -(»! . »i . «1 . «* . H) 

e quindi si riducono i covarianti della stessa classe. 

Nelle formolo che vengono In seguito, 1 due fattori ai qnali viene applicata 
la formola (C) sono indicati con nn tratto orizzontale posto sopra di essi. 

Ed ora passiamo alla determinazione dei covarianti dei vari! ordini. 

'2. Covarianti di ordine 5m, 

/ covarianti di 6" grado, di ordine 5m $ono proporzionali ad f^. 

3. Covarianti di ordine 5m - 3. 

I covarianti di 5° grado, di ordine 5m — 3, sono nulli. 

4. Covarianti di ordine 5m - 6. 

(a&c){ode)o,— '6,"'-'c,*-'rf„"-'e„"-'=0. 
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Segae: 

I covarianti di 5° grado, di ordine &m — 6, tono proporeionati ad Hf*. 
Consideriamo i dne covarianti S; {f* ,f,f)* , If* , f* , /)*- 
Invece del primo di essi è utile considerare il covariante piti generale 
i.Sr,f,f)\ esBendo: 

Àllora sarà : 

La polare D',^ applicata all'espressione di ft^*™"*^ dà : 

(3m-3p-l)i,»"-»^-*V=("»-*'-0(a&c)'a."-'-*6;r"''««'*^V+ 
(1) 

+2(m -J')(aftc)''o,"~^'b„"-'^'c,"-'<»/^ 

quindi : 



t^" '' ' n'=~z^<i''bcn«d'>)*a,''-'-'bJ'-c,«-'d,''-*e,'^+ 



(2) 



3m-3r-l 
Per r = si ha : 



" 3(3)» - 1) 
Formiamo ora l'altro covariante S : 

essendo : 

Mediante la polare D*^ si ha : 
(4) (2i»-l )«,»••-»«,» = {m- l)6,"-»c.-6,» + mb„'*-^cj'-%c, 

quindi : 

v,r.fy= ~(»f<')'»,"-'»,"-f."-'c.-+ 
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In qaeato modo 6 eliminata la serie dei simboli a. Per elimÌDare i simboli ^ 
applichi&ino le polari D%, , D„,Da,y all'identità: Pi,""=rfjB*ea," ; coal risulta: 

(6) (2m-l)P,»— *p,p.=Cm-l)d.— «e^-dyd^+tnd,— "e„— 'd^e,. 

Eliminando con queste relazioni i simboli ^, si ha : 

5. Covarianti di ordine 5m - 9. 

I covarianti di fi" grado, di ordine 5m - 9, sono nulli. 

6. Covarianti di ordine Km -12. 

Ora è utile la considerazione delie classi. Quelle di ordine 5m— 12 sono sei, 
delle quali quattro fondamentali : 

(8, 3, 2, 2, 2> , (4, 2, 2, 2, 2) , (-1, 3, 2, 2, 1) , (4, 4, 2, 1, 1). 

Le altre due classi si riducono alle precedenti con le relazioni : 

(3, 3, 3, 2, 1)=V{3, 3, 2, 2, 2) (4, 3, 3, I, l)=I(3, 3, 3, 2, l) , (4, 3, 2, 2, 1) 

ohe ei hanno mediante l'eliminazione di (a&c;e, con la formola (À). 
Alle classi fondamenlali appartengono i seguenti covarianti : 

C^=^abc){abd){abe){cde) Pj=0 

C,={a6c)»(ade)(ide) P, 

C,=(nfcc)(aftd)(oce)(6de) P,--C,+C,= — C, 

Q^={abc){l^d)Ì^e)(ade) 'P,=-G^^-C^= ^C^ 
Ot=(ah<t)\ab<i){ade) P, 
G.,-{ahc)iabd){abe){acd) P,=0 
C8=(afcc)»(a6d)(a6«j F^ 
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dove Pi è il prodotto degli elementi lineari a„ ,b^ , c^ , d^, , t^ elevati all'espo- 
nente m diminaito degli indici della classe i"°. 

I covarianti precedenti si trovano cosi ridotti a C, , C^ , G, , Gg , ma essi si 
possono ancora ridarre. Eliminando infatti l,ahc)e^ con la (A) si ba : 

Cg = Cj — Cj — C^ = — • Cj — -5- Cj - 

Eliminando invece (abe)c„ ai ha : 

Cg = 2{abc)*{àbdì(ace) . . . + G^.^f. {>) 

II covariante ohe entra nel secondo membro è della classe (4, 3, 3, 1, 1). 
Bidncendolo ai covarianti fondamentali si trova : 

{ab<:)»{abd){ace) ... = iabc){abd){ace)tbcd) ■ - • + C^ + Cj = -|- C, - ^ 0^ 
essendo : 

(abc){abd)(ace){bcd> ... = 0, + 2G, = 20,. 
Qalndi : 

I covarianti fondamentali sono così ridotti a C, , C^ , (f,f,f)*f*. 
Possiamo però sostituire ad ano di essi il covariante C,,^,,/'. Infatti: 

C,^t_^_J=(abcyabd)(acd)[bcd) . . . e„'*=3(abcHabd)(acd)(bce) . . . =60,. 

Qaindi : 

/ covarianti di 5" grado e di ordine 5m - 12 tono combinazioni lineari di 
0,,,,,,f ,(f,f,f)*f*,0,. 

In particolare, per m = 3 : 

/ covarianti di 5" grado e del 3° ordine della cubica ternaria si tcindono 
nel prodotto C, , ,_,f , della cubica stesta pel suo invariante df 4° grado. 

Calcoliamo ora i covarianti S di ordine 5m— 12: 

Dalla (2) per r=:2 risalta subito: 



(') Il prodotto degli elementi lineari necessari per completare il covariante è 
determinato qaaudo è noto il prodotto delle parentesi ternarie, e perciò lo possiamo 
sostituire, per brevità, con dei paotini. 
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Per calcolare (fìftf)*, applichiamo la polare D'j^ alla (1) ed elimÌDlamo 
la y. Risalta cosi : 

i^rtf,f)*= ■■■ ''" J abcYiade)* ... +8 ~ ^- {abc)''(ade)''{bdeì ... + 

(3m-3r- 1)» (3m - 3r— 1)* 

(8) 

e(m-r-l){m-r)* lì (m-r) (m~r)' 

+ — — =^(abc)'{ade)Hbdey...+—^ ~(abcY(ade)'{bde)(cde). . . 

(3m-3f^l)' (3»n-Rr-l)* 

da cui, per r = : 

^' " "^ 9(3ffl-l)(3m-2)"'"" ' 6(3m-lK3m-2) '■'•'■" (3m-l)(3m-2) * 

Pel calcolare infine (f* ,f* ,f)*= (a?<i)*2„*"~*?j,*""*a„*-*, applicheremo dap- 
prima la polare D'^^ alla r4), con ohe risulterà, eliminala la serie «. Per elimi- 
nare la serie f applicheremo poi le polari I>*j,„ , D„D*„, , D*„D'„j, all'identità 
Pa>** = «^«''«jr"- Esprimendo infine tatti i covarianti coi fondamentali ai ha: 

' ' " 12(2m-l)*{2m-3) 

in(m-2)(3m*-8) 3wi» 

4(2m-])»(2^^» '•'■'■'''^2(-Jm-l)' *' 
Concladlamo qaindi : 

/ covarianti di 6° grado, di ordine 5m — t2, sono combinazioni lineari di 
(H, f, f)* f (f' f' *^*** > C» *) ^i*i ostta si esprimono mediante eoli covarianti 8. 

7, Covarianti di ordine 5m — 15. 

Si banno 12 classi delle qaali 6 foodamentali : 

(3, 3, 3, 3, 3), (4, 3, 3, 3, 2), {4, 4, 3, 2, 2), (5, 3, 3, 2, 2), (5, 4, 2, 2, 2), (5, 5, 2, 2, l). 

Le altre 6 classi ai ridncono alle precedenti con le relazioni : 

(4, 4, 3, 3, 1 ) = 2(4, 3, 3, 3, 2) , (4, 4, 3, 2, 2) 

(4, 4, 4, 2, 1) = I(4, 4, 3, 2, 2) 

(5, 3, 3, 3, 1) = 1(4, 3, 3, 3, 2) , (5, 3, 3. 2, 2) 

(5, 4, 8, 2, 1) = £(4, 4, 3, 2, 2} , (5, 3, 3, 2, 2) , (6, 4, 2, 2, 2) 

(5, 4, 4, 1, 0= i:(4, 4, 4, 2, 1) , (5, 4, 3, 2, 1) 

(6, 5, 3, 1, 1) = 1(5, 4, 3, 2, 1) , (6, 5, 2, 2, IJ. 
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Alle classi foDdamentalì appartengoDo i Begnenti covftrfanti : 

C, ={abe)(abd)(abe){cde)*l?i-0 

G, =(abe)[abd)(ace)(bde){cde)Pi=0 

C, ={abc)\ade)*(baì)P^O 

C4 -(abc){abd)(ace){ade)(bcd)Ff=0 

C, =(<ifcc)(a6d){a6«)(acrfKc5e)P(=-2Cj=0 

Cg =(abc)*{abd)(ade)(cde)Pa^-C^+C^=0 

C, =(abc)^<abd){abe)(cde)Tf=0 

Cg -(a6c)»(ade){6d«)Pj=0 

Cj =(a6c){aftd)*(a«!)(6ce)P!=0 

C,(,={n6':)'(aM)(acè}(Me)PB=-0,o+Cg^O 

C„={a&c)(o&d)((tóe)(acdK6ce)P, ^ 

C„=(a6c)*(nd«)*P«=0 

C„=(nfcc)*ia6d)( ace)(ade)P« = 

C„^ («6c)(a6dj»(ace)'Pt=0 

Cij=(a6c)(a6d)(a6e)((icd)(ace)P«=0 

C,s=(a6c)«(a6d)(a6e)Cade}Pj^O 

C„--= (a6e)*{afcd)'(o66)Pg=0. 

Segno: 

/ covarianti di 5° grado, di ordine Sm - 15, sono nuUi, 

8. Covarianti di ordine 5m — 18. 

8i hanno 20 clsasi delle qaali 7 fondamentali : 

(4, 4, 4, 8, 3) , (5, 4, 8, 3, 3; , (6, 5, 3, 3, 2) , (6, 3, 3, 3, 3) , (6, 4, 3, 3, 2) , 

(6, 6, 3, 2, 2) , (6, 6, 2, 2, 2). 
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Le altre X3 cIabbì bì riducono a queste con le relazioal : 
(4, 4, 4, 4, 2) = 1(4, 4, 4, 3, 3) 
(5, 4, 4, 3, 2) = Z{4, 4, 4, 3, 3) , (5, 4, 3, 3, 3) 
(6, 4, 4, 4, 1) = 1(4, 4, 4, 2, 2) , (5, 4, 4, 3, 2) 
(5, 6, 4, 2, 2) = 2(5, 4, 4, 3, 2) , (5, 5, 3, 3, 2) 
(5, 6, 4, 3, 1) m 2(6, 4, 4, 3, 2} , (6, 5, 3, 3, 2) 
(5, 5, 6, 2, 1) s £(&, 5, 4, 2, 2) 
(6, 4, 4, 2, 2) ^ 1(5, 4, 4, 3, 2) , (6, 4, 3, 8, 2) 
(6, 4, 4, 3, 1) 5 1(5, 4, 4, 3, 2) , (6, 4, 3, 3, 2) 
(6, 5, 3, 3, 1) = 1(6, 5, 3, 3, 2) , (6, 4, 3, 3, 2) , (6, 5, 3, 2, 2) 
(6, 6, 4, 2, 1) ~ 2(5, 6, 4, 2, 2) , (6, 4, 4, 2, 2) , (6, 5, 3, 2, 2) 
(6, 5, 5, 1, I) = £(6, 5, 5, 2, 1) , (6, 5, 4, 2, 1) 
(G, 6, 3, 2, 1) = £(6, 5, 3, 2, 2) , (6, 6, 2, 2, 2) 
(6, 6, 4, 1, I) = 1(6, 6, 4, 2, 1) , (6, 6, 3, 2, 1). 
Alle claesi fondamentali appartengono i segaenti covarianti : 
C, ={aòc)\abd)(abe){cde)*P^ 
C, =(a6c)"(ad«)(6deX«de)P,=0 
C, =(o6c)»(a6d)(àc«)^}(cde)P,=-^, 
C^ =(ofcc)(aM)»(aM)(6c6)(cde)P,=0 
C,=(aftc)(aMXa6e)(acd)(6cJ)(cd6)P,=-Ì-C, 
Cg ={afed)*(acdKace)(6ce)»P, 
C, =(aftd)(aJ«)(flcd)(o«)(6cd)(6c«JP,=C,-YCi 
C, :^(ofc6)^d)(<tó8)(ad«)t«de)P,=-2C„=0 
Cg .-(a6c)>(ade)»(&de)P,=0 
C,^((tóc)'(afcd)(ace)(ad«)(6dc}P, 
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C,,= (afte) {a6d){o6e)(acd)(ace)i 6de)P,=0 

C„=((i6c)*( a6d)'(a6e){cde)Pj=0 

C^^={abc)'•(aba)(ade)^bde)P, 

C,5=(a6c)»(a&d)*(ace)(6de)Pa 

Cj 6=(a6c)*(«*d)C«^e Kncd)(6de)P,=C,s-C,. 

C„=(a6c)(afcd)(tóió*('Wd)(6<:d)Ps=2Cn-2C,a 

C,g=(a6c)*(ad6)'Pj=0 

C„=((i6c)Va6d)(ace)(ade)»P. 

Cjo={a6c)(a6d)(a6e)(acd)(ace) (odcjp^^ 

C„=(a6c)*(a6d){ade)»P, 

C„^ (a6c)*(o6d)'(ace)(ade) Pj 

C„ = {a6c)*(a&d)(^;{^)(ad6)Pg=C„-Cji 
C„ - (a6c)(a6dj{Ó6é)*(acd)'PB=2C„-2C„ 
C„=(a6c)»(a6d)(a6e){ade)P,^0 
C„=(aftc)»(a6dì»(aJfi)(ace)Ps 
C„={abc)%abd)\abe)*F.,. 
I precedenti covariBnti sono cobI ridotti ai segacDtl : 

c, , Cb , c„ , c. , c„ , c,B , c„ , o„ , c„ , c„. 

Questi però si possono ancora ridurre. Infatti, sostituendo {tAc)e^ con la for- 
mola (À) si ha : 

{») C,o = C, - 0,0 - (abcy<ad}iabe)iacd)(ace){bcd) . . . 

Indicando con 0% il terzo covariante del 2° membro, ed eliminando (a&e) 
(ar.e)b^c^ con la formola fondamentale (B) si ha: 

2C',o = C,T ^ '2[abc)\abd]{abe)iaodì{bcd) . . . -Cg,,,,/. 
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SI Ha poi, eoo la soatitnzione di {abe)c„ : 

quindi la presente relazione diventa : 

2C',„ = C„ - ~ 0,,,,, ,/ = 2C„ - 2C., - C,.,,.,/ 



e la (9) dà : 



rC..,,./-|c. + Cs-c„+c,s. 



Dal covariante Oj^, eliminando labc)e^, si ha: 

Cw-2C,s-2C,a-0. 
Bisolvendo queste due nltlme relazioni rispetto a C,^ e 0,^ si ha: 

Cosi sono eliminati C,^ e C,s dai covarianti fondamentali, e facttmente eli- 
mineremo anche gii aitimi quattro. Soatituiamo infatti {aef.)(aed)c^d„ in C„ con 
la formola (B). Troviamo : 

2C„=—Ctj^^-i(^c)\abd)\cde)K..+2{abc)\abd)\acd){cde)...-^2(abc)'[ab4)\ace)K. 

Esprimendo i covarianti del 2° membro coi fondamentali si ha : 

(aJc)»(aftd)VcA!)* . . . = SCg + C, 

{abc)*[abd)\acd)(cde) . . . = C, + 20^ - 2C„ 

{abc)\abd)\aee)' . . . = Cg - C,o + 3C„ - 2C„. 

Fatte le sostituzioni risulta: 

0,, - c„ = -1- c„/ - 1 e, - -1 e, + e... 

Eliminando poi {abc'je^ In C,, risnita 

C„-2C„=-C,, + C„. 
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Dalle dne nltiiDe relazioni si ha: 

1 14 

•^n - y ^t.»,»f ~ ■3- "^i ~ "g- t'e + 3C,o - C,, 

C„ = j C,^/ - i. e, - ?- 0, + 2C„ - C„. 

Cosi sono eliminati C,, , Cj^. Per eliminare C,^ basta sostitnire (a6c)e^ con 
la forinola (A); riealta cosi: 

C„ = -i-C,, -|o„ = jC,,,,,,,r-\0,,,,J-\c, + -|0. -3C,.. 

Sostltaendo inflno in C^ , (abeyc*^ con la forinola (B) si ha : 

C„ = 120,^.,,/- 40,,,,/ +j(f- f,fiT - 2C, + lOCg - 240,0 + 20,9 

In tal modo i covarianti fondamentali sono ridotti a C, , C, , C,o , 0,, ed a 
qaelli di grado inferiore; Cij,,,/, Cj^y , «, ^, /')«^. 

In particolare per in=4,5! 

7 covarianti del 5° grado e del 2' ordine di a„* tono combinationi lineari 
di 0, e Cj. 

I covarianti del 5" grado e del 7° ordine di a,* sono combinazioni lineari 

Per le forme di ordine saperiore al quinto , i corarianti precedenti si pos- 
sono ancora ridarre. Eliminando difatli (atie)*c^* in C„ si ha; 

C„ = A + B + 20 + 2D + 2B - 0,,,,/ 
dove: 

A = (abe,\bcd)(ade]» . . . ^ 0, + 2C„ 

B = - {abc)'(abd)\ace) • • ■ = - | 0,.,,,,/+ | 0,,,y + | C, - jC, + 9C,o - C„ 

C - (ahc)\abdXaee)ibdé) ■■ = \ C,,,,,,/- C, + Q, - 4C„ 

D = {abc)\abd)iacd)lbde) - • • = - | C,,,,,.,/'- ^ 0, - Cg + C„ 

E=(aftc)»(a6d){a6eXacd)... = C,,,.,y-|o,.,y+ ^C,+ ic,. 
Sostituendo si ha: 

(10) o„=- io,,,/+|c, + |c.. 
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Qaindi: 

Ptr le forms di ordine m > fi, i covarianti del 5" grado e di ordine 5m — 18 
•ono eombinasioni lineari di C, , , ,/ , C, ,y, {f if ,ffp i C, , Cg , C,^. 

Calcoliamn ora i covarianti S di ordine 5m — 18: 

(H, /-,/)*, (s«. /-,/)•, v", /'./)«, {/*,r, /A 

ZI primo ed il secondo dì questi covarianti si hanno sabiio dalle (8) e (2). 
Dalla (8) , per r = 2 , si ha: 

(H,/; /,* = * !^ {iAc)\adgf . . . + -^^ '-^ -' {ahc)\ade)\bde) . . . + 

<3to-7)^ ira-I)* 

+ 6("- '^^^"^'J^ {àhcf(ade)\hde)^ . . . + IgC"" - gH"» 7 ^'' („i»,)»(„d«)'(6d.)(cde)P.. 
(3m - 7)* l3wi - 7)^ 

L'oltimo covariante dei 2» membro è Cj. Per gli altri ai ha; 

{flh<ì)\ade)*- ... = (abc)*(«de)* • ■ ■ = | C. - | C^ . 8C„ - 20., ^ | C,.,y 

labcyiadeYibde) . . . = (ai.cj»(«rie)»(6(^d) . . . = C, + 20,^ 

(abey(ade,'\bde}* . . . = {abc)\abd)\cde)* . . . ^ 0^ i 2Co. 

Qaindi: 

^ 2(in-4)(m-5j 78m' - a87wi + 464 4(7)«'-27»i-f 14) 

i^,f,f) -9(3m-7)(3m8j .*'■•* ' Hi^Sm-TK»»» - 8) ' "^ 9(3m -7)(3ot -8) * '*' 
(11) 

8(m - 3)(m - 4) (. _ ^[m-4,){m - 5) 
(3m-7;(3m-8) '" 3(3m- 7j(3m - 8) '*' 

Dalla (2), posto r = 4, si ha: 



Il primo Qovariaiite del 2° membro è stato già calcolato. Pel secondo si 
trova: 

(abcy(ade)>.bde) ... = C,.,,,,,/- 2C, + 20, - 8C,o 
quindi: 

f®*'^-'^' - iiSTB *^»-«-'->'^ ^ 3(3m - 13) ^'•••^ " Sls;^'- 13) ^' ^ 
(12^ 

, 4(m-2) ^ e<w-3) ^ _='"»-lJc 
3(3»» -13) '* 3b» - Irf '" 3m - 13 "' 
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Per le forme del i"» ordine eossisie solo la (11) che permette di assamere 
come fondamentale il covariante (H,/, /)^; per le forme del So ordine EnasÌBtono 
la (11) e la (12} che permettono di aesnmere come fondamentali i covarìatiti 
(H , A /)* , (8t , f, f)*. Per le forme di ordine superiore al quinto , tenendo conto 
della (10), le (11) e (12) dÌTentano: 

m #^,« 2(m-4)(5m - 13) , , 90ffl'-47Lm + 60 8 ^ , 

(E,f,f) =- ^^^-—^^---—^^ C,,.y + 9^3„_7(3^_8) ^' + 

(11*) 

j(19m'-lllwi ^ 156) _ a(m - i)(m - S) 
* 9(3m-7)(3m-8) ' 3C3m - 7)(3m - 8) '» 



3(3m— 13) *■'■" 3(3m-13) 
(12*) 

j(3m - 10) „ 2(m-6) 



Per le forme di ordine m > 5 sussistono anche gli altri due covarianti 8: 
l/* tfifi' >(f^ if* tf)'^- Per calcolare il primo di essi, notiamo dapprima che col 
solito metodo, sì ha: 



(8m-3r-l)5 (3m - 3r - l)* 



Z.l)5(™-^)* r...y,„,z«,VM«^. .. . mm^r-l)»(m^ry 



{abcy{ade)\bde)» ... + ^"V-^'^~" "" y (abcy{ade)\bde)' ... 



(8m-3r - 1)' [Sm - 3r - 1)» 

(13) 
30Cm-r)*(m-r) 



(Sm - 3r - 1)" (3m - 8r - 1)» 

30(m 

(3m-3r- 1)"* 
da cni, per r = 0: 

(14) (r,r.n' = «e,,,.,,/ *■ pC,,.y +l{f,f,f)T^ se. + eC« + cC.^ 

dove: 

_ 10m(79m'-279wi' - 290m-72 ) 
(3m - l)«(3tn - 4)' 



- 20m(10m»-45m*+ 65 m - 30) 
3(3ra - iy-(3w» - 4)» 
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_ 5(ot-1}*+ 10m('23m'-Btm* + e6wi - 26) 
9(3m - l)>{3m - 4)» 

- 10m'(76»»* - 210m + 107) 



3(3iii- 


l)'(3m 


-4)> 


-aO».'C60i»'-169».+ 127) 


3(3m- 


l)'(3m 


-4)' 


i!0m"(6»>' 


-19».+ 


16) 



{3m-l)*(Sm-iy 
Infine per {/»,/*, /)« Si ha: 

re: 

, 15m V - 3)(ct - 4)(2m' - llTw + 42 1) 
° " 16[(2m - lj{2m - 3j(2m - 5)]« 

_ — 5m(m - 3)(78wt* ~ 636m ^+ 1891m' - 2368m - 950) 
^ ~ 16Ì(2m - l"j(2m - 3}(2m - 5)r 

^1 ^ 5m'(13CT' - 60m' + 55m - 36) 
48[{2m - l)(2iH - 3)C2m - 5)]» 

_ 5ot'(«i - 3)(266w>'- 1 790m'+4169m - 3555) 

16r{2ni - l)(2jn - 3)(2m - 5)]» 

- 3 )(21Bm' - 1522w' ^ 4 025m 
8[{2m - l}{2m - 3)(2m - 5)1» 

Considerando il aistema delle di*) , (12*) , (14) , poiché il suo determinanlo 
rispetto a G, , C^ , C,g è il polinomio: 

2820m« - 27881m* + 140018m» - 30S069m» + 397G34m - 245620 

che, come è facile provare, non si annalla per neesan valore intero positivo di 
m, si pnò risolvere il eaddetto sistema ed assamere quindi come fondamentali ì 
covarianti (H , f, f)* , (8^ ,f,fY Af*, f, /)'. 

CoDclndìamo perciò: 

Per la forma f^ i covarianti del 5" grado e del 2" ordine sono comMna- 
zioni lineari di (H , f , f)* e dì C,. 

Per la forma f^ i covarianti del 6° grado e del 7' ordine tono combina- 
zioni lineari di C,,,,,^ , (H , f , f)S (S* , f , f)V C,. 
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Per le forme di ordine m > 5 i' covarianti del 6' grado e di ordine 5m — 18 
sono co»n6ffia2iOntKneartdi:C,,,,,if,C,j,,f,(f-f-f)*f,{Hf.f)*,(S4,f-f)*,(f*,f-fA 
ostia ti esprimono con covarianti 8 e covca-ianti di grado inferiore. 

9. Volendo limitarci ai covarìiuiti di 5° grado per le forme di ordine non 
saperiore al sesto, determineremo ancora I covarianti dì ordine 5in— 21 , 5ni — 24, 
5»i — 27 , 5i» — 30 limitatamente però ad m - 5 , fl ; perei* per ogni ordine non 
avremo da considerare che qnelte classi avepti indici non saperiori a 6. 

10. Covarianti di ordine 5t» — 21 (per m - 5,6). 
Si hanno 16 classi delle quali 5 fondameniftti: 

(5,4,4,4,4) , (5,6,4,4,3) , (6,4,4,4,3) , (6,8,4,3,3) , (6,6,3,3,3). 
Le rimanenti 11 classi si riducono allo precedenti con le relaEioni: 
(5,6, 5,3 ,3) s 1(5, 5, 4, 4, 3) 
(5 , 5 , 5 , 4 , 2) = E(6 , 5 , 1 , 4 , 3) 
(5,5,6,5, l)s£(5,6,&,4,3) 

(6, 5, 4, 4, 2) = 1(5, 5, 4, 4, 3), (6, 4, 4, 4, 3), (6, 5, 4, 3, 3) 
(6,5,6,3, 2) s2(5 , 6 , 5 , .t , 3) , {6 , 5 , 4 , 3 , 3) 
(6 , 5, 5,4, = 1, 5,5,5 ,4 ,2) , (6,5 ,4 , 4 , 2). 
(6 , 6 , 4 , 3 , 2) = 2(6 , 5 , 4 , 8 , 3) , (6 , 6 , 3 , 3 , 8) 
(6 , 6 , 4 , 4 , 1) S S(6 , 6 , 4 , 4 , 2) , (6 , 6 , 4 , 3 , 2) 
(6 , 6 , 5 , 2 , 2) = £(6 , 5 , 5 , 3 , 2)} , (6 , 6 , 4 , 3 , 2) 
(6,6,5,3, If =1(6 , 6 , 6 , 3 , 2) , (6 , 6 , 4 , 3 , 2) 
(6 , 6 , 6 , 2 , 1} = £(6 , 6 , 5 , 2 , 2) 
Alle classi fondamentali appartengono i seguenti: 
C, = {fibt)\abd){ahe){ade)(cdef^^ = 
C, = (a6c)''(nd«)*(6de)(cdfi)P, = <t 
C, = {abcy(abd)ace)(ade)ibde)(cde)P, = 
C* = fabcy{abd){ade)*(bee)(cde)P, = 
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Cj = (a&c)(o6d)(acd)(<Ice)(ade)(òce)tMc}P, = 

0, = (o*c)'(a4ii)>((.ò(i)(ci«)'P, = 

C, = (a6c)«(o6d){ade)(6dB)(cde)P, 

O, =(o6c)'(<iòii)'(ace)(hi«;(c*i)P, = 

C, = (a6e)"(oM)(S7XoS)(»d«)(c<ie)P, = - C, 

C,o = (a6c}(a6d;(a6e)Vacd)(6cd)(cdejP, = 

C„ = (a*c)»(oèd)(ad*){We)»P( = | Gj 

C„ = (o&c)Va*d)(acd){ace )(H<)«P, 

C„ = laic)<(abe)lacirt'(bdi)'P, = 0„ - j 0, 

C„ = (abc)\ahdìiacdXade)(ficè)(,bde)Pf = C„ + 0^ 

0„ = (oJc)»((iòe)(<K:d)(ad«){6cd){6dfi)P, = 

0„ = (a&fi)(a6d)(a6e)(àcd)»(6c«)(6d8)P, = - C, 

C„ = (iI»c)(o4(J)(aS0(ac<!Ka««)(»««(M«)Pi=0 

<J„ = {ab'^^)%^)(bcil%Ue)f, - 

C,g = (abe)'iacdl\bcd)^, = 

C„ = (o6i;)'(a6<i)(a<iii)"(c<ie)P, 

Oj„ = (a*c)*(a*<i)«((ice)(ad«)(cde)P, = 

C„ = (abc)\abd)(<^)iacd)[ade){cde)Pg =-C„ 

0„ = (oJc)"(oM)(o<!ii)(a<te)'i6ce)P, = 

C„ = (oJej'CiSnìS)?, = - 20„ 

C„ = (ah^'(S)(ÌMX»*i''(*«>')''. = - "m 

C„ = (a4<!)(a»ii)(56é)(«3)(oi:e)(<KÌ<X»"i)P. - 2C„ 

0„ = (ii4c)'(aMX«»«X<^«)M»)Pi 

C„ = («!i»)'(iFdH<i»«K^)(od«)P. = 2 0„ 
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C„ = (a6c)*(ade)«(6de)p4 = 

0,0 = (abc)Haàd){ace){ade)(bde)P^ 

Cg, = iabcìHabd){é^)*<fice)?i = C,o - C„ 

C,j ^ {abc)'(abd)'iace)*{bde)P^ = C^ 

Csg = (abc)*{abd)(abe){acdHace)(bde)Pt = 

C„ = (o6c)*{a6d)*(ace)(adc)(&ce)P^ = C,o - |- C„ 

C,5 = (abc)^abdì*{^)^acd){adeX^>ce)P^ = |c„ 

C„ = {abc){abd)''(ahè)(c^){acé){bce)P^ = C„ - C^ + ^ C„ 

C„ = {abc)^abd)*(abe){ace)\bcd)P^l=C^ - C,, 

C„ = (abci\abd)\abe)\cde)P^ = 

C„ = (abc)\abdì(abe)(ade)ibde)Pi = 

C*! -^ (aèc)*{o6d)»(a6c}(ace)(6d«)PB = 0. 

I covarianti precedenti sono ridotti a C, , C,, > C^ , C„ , C,o > *^m ! ^^ con 
la forinola (A), eliminando iabc)e^ , si ba: 

C, =-2C,-C„i=0 

C„ = 0, + C, - C,e = 

"fO — G^+ Cjj — Cjj = 

C,7 = Cj - C„ — C^ = 

Cm = CiB + C„ - C„ = 0. 

Segue: 

I covarianti di 6" grado e di ordine Sm — 21, a clasgi con tedici non supe- 
riori a 6, tono proporzionali a Cjg. 
Ed in particolare per m --- 5,6: 

I covarianti di 5' grado e del 4° ordine di a". Botto nulli. 
I covarianti di 5" grado e del 9° ordine di a'j^ sono proporzionali a 

C,o = (a6c)»(a&d)(ace)(ode)(&.(e)63,c,*d^»e/. 
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li. Covarianti di ordine 5m — 24(per m = 5,6) 
Si hanno 9 claBBi delle quali tra fondamentali: 

(6,6,5,6,4) , (G , 5 , 5 , 4 , 4) , (6 , 6 , 4 , 4 , 4). 
Le altre sei classi si riducono alle precedenti con le relazioni: 

(6 , 5 , 5 , 5 , 3) = 2{5 , 5 , 5 , 5 , 4) , (6,5,6,4,4) 

(6 , 6 , 6 , 4 , 3} = £(6 , 5 , 5 , 4 , 4) , (6,6,4,4,4) 

(6 , 6 , 5 , 5 , 2( = 2(6 , 5 , 5 , 5 , 3) , (6 , 6 , 5, 4 , 3) 

(6 , 6 , 6 , 3 , 3) = 1(6 , 6 , 5 , 4 , 3) 

(6 j6, 6,4,2} = 2(6 ,6,5,4,3) 

(6,6,6,5, 1) = !:(6,6,5,5,2). 
Alle classi fondamentali appartengono 1 covarianti seguenti: 
C, = ia(ic)»(a6d)'(a6e)(cde)'P, = 
C, = {^f(abd)iade)ibde){cde)*P^ = 2Cg = 
C» = {abc)\abdj\acé)(bde)(cde)*P, 
C4 = (o&c)»(afrrf);a6e)(acd){fr(ie'(cd«)>P, = 0, 
Cj = {abc)(abd)(abei%acd)[bc(ì)(cdeyP, = - 20. 
Ce = i,abcy<,abdi{acd){ade){bce){bde)icde)Pj = 
C, = {abc,{i;^{abe){acd)(ace){bcd){bde)t.cde)Pt = - C, 
Cg = (abc)\abd)iabe){ade){cde}'P, = 
C, = {abc)\abd)\abeXace)(cde)*P, 
C,„ = {a/ic)*(od«)» bde)(cde)P, 
Ci, = (o6c)*(aftrf) ace){ade)lbde){cde)P, = ^ C,o 

TOL. ZUU. 
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C„ = (ti6c)»(^){ade)»i6^)(cd«)P, = | C„ 
C,j = iabc)*[abd)*(ace)Hbde)(cde)P, 

C„ = (abc)*(^){abeXaed)(ace)(bd6)(cde)Pi = C,j - ^ 0,^ 

C,( = iabc)*{^d){abeìlacd)ladeXbM)(cde)P, = - C, - ^ C,b -\- C,, 

C„ = (abc)(^)Xabe)(ac(l)(ace){b^)(cde)P, = ' C,o - ^ C,, 

0,9 = (abc)[^)'{ace}\bce){cde)Pt = - Cj - j Cju + | C,, 

C,g = (a6c)(t(&d)»{a6e)*(acef (ftcdJ(crfe)Pg = - 0^ - j C,o • - Cu 

Cjo = (afcc)*(acdj{ace)(orfe)(6rfe)»P, = 

C„ = (abcJ*(ode}'(6cd){&c«)P» = 

C,j = (a6c)*(a&d)(ac<ì)(ode)*(to)'P, = - 20^ f 2C„ - -iC,, 

C„ = (abc)\abd)(aceì{ade)\bcd)(bce)Pt = 20^ + - 0,^ - 2C„ 

C„ = {o6c)(^)»Cacd)(^)(ode)(6«)'P, = Cg + ^ C„ - C,, 

C,j = {abc)(abd)\^)*(ade)(bcdi(bce)P^ = 20, 1- - 0,^ - 2C„ 

C„ = (a6c)(a&d)(a6e)(a6d)(ace)(tid«)C6cdj(6cejP, = 

G„ = (abd)\acd){aceì*(jKe)*P, 

C„ = (abd)\ace)''{bcd){bce;Pg ^ C^ - - C„ + i C„ + C„ 

C^ = (a6d}»(a6«)(ocd)»(ace){6ce)'P, = - C, - ^ 0,^ + 0„ + 0„ 

C,o - iabd)\àbe)(acd){ace,'ib^){bce)P, = ~ Cg - ^ C,o + ^ C„ -i- C„ 

0„ = (a6c)*(a&d)»(a6e)»(cde)Tg 

Cj,= (o6c)*(a6d)(a6e)(ade)(6de)(cde)Pj ^ 
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C,s = {abc)*{abd)Habe)(ace){bde)(cde)P, = - C„ 
Cm = {ahc)*{ade)\bde)*9t 
Css ^- Ca6c)*(^)(ace;(ade)i6de)»P, = ^ C„ 
Cjg = {atc)»(a6d/(ace)»{6de)'Ps 
C„ = (abc)\abd){ab6){^d){ncii){bde)^?^ ^ C,g - - C„ 

Cjg = {abc)\abd)\ace)(ade)(bce)(bde)?t = Cjb - .^ C„ 

Cj, = [abc)\abd){^){^i{ade)(bc6){bde)?^ = C^ - - C„ - - 0,». 
Sì ha poi: 

C» ^- (^)*C<tód)C«6e)(acd)(^J(6ce)(6de)P, = - i Cj,, = ^ C„ - ^ Cj, 
e perciò: 

Cbs =3 Cg, +2 Cg^. 

Cosi i precedenti covarianti sono ridotti a: Cg , Cg , 0,^ , C,j , Cjj , Cj, , Cj^ ; 
ma qaeaU sì possoao ancora ridui-re. Infatti eliminando {<d>c)e^ In 0, con la (A) 
ai trova; 

C, + 'lCt^\ C,o - C„ = 0. 
Allo stesso modo operando su 0,^ si trova: 

Da queste dae relazioni si ba: 

C,o--|c,-2C, 

o.,= i-c. + c. 

In tal modo sono elementi C,g e C,,. Si paò ancora eliminare un altro co- 
variante introducendo il covariante di quarto grado C,^^ g. Infatti: 

C, , ,,«/'= (abc)\ahd)*{acd)\bcd)* . . . e'*„=Z{abc)*(abdy{acd)*[bcd)(bce) . . . 
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esprimendo il coTarìante dell' nltimo membro coi fondamentali si trova 
tnflne: 

Cm ^ j C,^.,./ + 6Cg + 4C, + 4C„ 

Segno perciò: 

I covarianti di 5° grado « di ordine 5m — 24, appartenenti a datti di in- 
aici non tuperiori a 6, tono combinazioni lineari di C, j , j/* , Cg , C, , G„ , Cg,. 
In particolare per ni = 5: 
/ covarianti di 5° grado, di 1" ordine, di a*^ sono proporzionali a 

Cj = {abc)Habd)>Ìace)ibde)(cde)H^. 

Per la forma a*^ abbiamo invece tutti i covarianti di 5" grado e del 6" or- 
dine. Calcoliamo ora per la a'^ i due covarianti S: (H , / , fi" , (S^ , /' , f;*. 
Dalla (13) per r ^ 2 , m = 6 si ha 

(H/, f)* = ^Oe» - »)'<'» - ^^\abc)\abdncdeydje^* ^ 
C3m-7)* 



(3m - 7V 

^ 30{wt-31'(«i-2) 
(3m - 7)* 

^l20(m-2)\m-'2)* 



i3m-7f 



iabc)*(abd)(abe)(cde)'d„'e^* + 



(abe)\abd)*(abe){cdeyc„d„*e^' 



C3m - 7)' 
Ed essendo; 

(aSc)'(oM)'(c<l«)W.'«,' = ^ C, , , / + lOC, + 40, 1- 4C„ + -| 0„ 

(<i4c)VM)'(<:<'«)'«-''.«.' = - 20, + 20„ + C„ 
(<.Sc)'(ii6iiX<i4«)(c<i<)'<i,V = - 2C, + -| 0, + y C„ 
(abd)'{ab<t)*(abeXcdeyc^d„*eJ = - 20, + C„ 
iabcy{abd)\abe)'^cdeye„^d^*ej = 0„ 
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risulta: 

Infloe, dalla (8) per m = 6,r = 4, si ha: 

(3.,/,/)*= i C„. i-C„ = 4c,,,,/_i.C. . i-C„. 

Dalle espresfiÌDDÌ di (B , f, f i' , (S, , f, f}* si ricavano C^ > G„ e qaindi: 
I covarianti del 5" grado e del 5" ordine di a„* tono combinazioiti lineari 
<(' C»,t.»,»/ . {H , f,f)* , (S^ , f , fj* , Cj , C,. 

12. Covarianti di ordine 5m - 27 (per m = 6). 

Si hanno tre classi: (6, fi, 5, 5, 5) , (6, 6, 6, 5, 4) , (6, 6, 6, 6, 3) che ei rlda- 
cono però alla prima di eBse con le relazioni: 

(6, 5, 6, 6, 4} S ^(6, 6, 5, 5, 5) (6, 6, 6, 6, 3) = ^{G, 6, 6, 5, 4). 

Occorre però notare che le precedenti relazioni si ottengono con l'elimina- 
ziona di {aòc)e^ con la formola (A), per cni essi bÌ possono applicare solo ai co- 
Tarianti che hanno come fattore (abc). Ora i covarianti della terza classe hanno 
tmti il fattore (abc) e qnindi essi si possono ridurre alla seconda classe^ dei co- 
varianti della seconda classe quelli che hanno il fattore {abc) si riducono alla 
prima classe, gli altri ei riducono ad un covariante col fattore (abc) e quindi alla 
prima classe. Infatti questi covarianti sono: 

A = ((Ad)'{acd){aee)*{bcd){bceyd„eJ = 

B = (<iftd)»(o6e)(acd}»{octì){fccd)((ftce)»d.e^* = 

C = (a6d)'(acdj»(acc){6ce)>d^e/ = B + {abc)(abd)*(acd){ace){bce)Hede)d^e^*, 

Quindi tutti 1 covarianti si possono ridurre alla prima classe che è perciò 
la classe fondamentale. Ad esse appartengono 1 covarianti: 

C, = (ahc)^aldì*iabe)'(,cdeyp^ = 

O, = (abc)'{ab^(abe)(ade){bde)(cde)*Pi = 

Cb = (a6c)»(afcd)»(aÌ«)(rtce)(6de)(cde)'P, = 

Ct = {abc)*^adey{bde}*{cde)P^ = 
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Oj - (aftc)'(a6d)(ace)(^)(6rfe)*(cde)P, =^ - C, + Cg = 

Ce = {abc)*^abd)'^acey^bde)'^cde)P^ = 

C, = {abc)\abd)(abe){acd->{ace)[hde)*{cde)P^ = 

Cg = (,ahc)\abd)*[,ace){(uU)(bce){hde){cde)P^ = 

Cg = {abcY(ahd)(ahe){acd){a.de){hce){bde){càe)V^ = 

C,o = {abc)\acd){ace)(ade){hdèfP^ = C„ + C„ = 

C„ = {abc,\acd){ade)*ibce){bdè)*Vi = 

C„ = (a6c)»(aM){«cd)(ac«)*(bde}Sp, = C,„ - C,, = 

C,s = (o6c)»(a6(i)(acd)(flce)(^)(6cè)(6de)*P, = C„ - C, = 

Cu = (a6c)»(a6(i}(ace)*((ide)(6cd)(ftde)»P, = 0,^ - 0^ = 

C,j = (a6c)(a6d){(i6eKacd}*(ace)C6ce)(6de)*P, = 

Cjs = («6c)[aM)(a6«)(acd){ace)(ade)(6cd){6cc)(&de}Pi = 

Segue : 

/ covarianti di 6° grado e di ordine 5m —27 appartenenti a cla$si con in- 
dici non superiori a 6, sono nuUÌ, 
In particolare: 
/ covarianti di 6° grado e del 3" ordine della sestica ternaria sono nnlti. 

§ 2. Invarianti di 6° grado 

1. Perchè una forma ternaria ammetta iuvarìanti di 5° grada dere esaere 
di ordine multiplo di 3; ed è evidente che gli invarianti appartengono alla classe 
{m ,m ,m ,m , m). 

Dello forme di ordine ?ng6, qnelle ohe ammettono invarianti di 5° grado 
sono quindi la cubica e la sestica. 

Gii invarianti della cubica appartengono alla classe (3, 3, 3, 3, 3) ctie rien- 
tra nei covarianti di ordine 5m— 15 considerati al n. 7 , § 1. Dal risultato ivi 
ottenuto segue: 

Gli invarianti del 6" grado della cubica ternaria sono nitlli. 
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2. Qli iDvarianti della se&tica appartengono alla classe (6, 6, 6, 6, 6) e sonoi 

I, = (abc)\^d)»[abe)\cde)* 

I, = {abc)'(abd){abe)(adei{bde)(cde)'^ = 

I, = {abc)*(abd)\acey{bde)*(cde)* 
Is = {abc)*{abd)(abè)(acàì(ace){bde)*{cdey =1^- — !, 
Ig = {abo)*(abd)(abe){acd){^)(bce)(bde)(cdey = - 1, + 1« 
I, = {abc){abd)[abe)(acd){ace)(ade){bed)(bce)ibde){cde) = C. 
Gli Invarianti sono eoe) ridotti ad I, e I^. Ma si )ia anche: 

Ig = (^)Habd){abej{acd)(adè)ibce)(bde){edey = ~-^h 
quindi, confrontando con la precedente espressione di Ig, risalta: 

Se^ae: 

Gli invarianti del 6° grado della sestica ternaria sono proporzionali a I,. 

I precedenti risaltati permettono di determinare tatti i covarianti ed inva- 
rianti fondamentali delle forme di ordine m<6. Indicando con a , ^ , •( , S , & 
delle costanti abbiamo ìnratii: 

La forma a, ammette l'anico invariante di 5° grado: a/^. 

La forma a^* ha covarianti del 5° grado degli ordini: 

10, del tipo: af^ 

4, del tipo: aBf*. 

Sodo nalH i covarianti degli ordini: 7, 1. 

La forma a^' ha covai'ianti del 5° grado, dc^li ordini: 

15, del tipo: o/* 
9, del tipo: oH/" 

3, del tipo: aO, , , ,f (C, , , , è l'invariante di 4° grado della cubica]. 
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Sono Halli i covarianti degli ordini.' 12, 6 e gli ioTarìanti. 
La forma a^* ba ooTarìanti de] fio grado, degli ordini: 
20, del tipo; af 
14, del tipo: aB-f* 

8, del tipo: aC,,,,,,/+?(/',A/')*/' + 7(r,r-/)* 

2, del tipo: aJ,R,f,fY + ^{abcY{abd){abe){cdeYd„e^. 
Sono nulli ì covarianti degli ordini: 17, 11, 5. 
La forma aj ha covarianti del ò"» grado, degli ordini: 
26, del tipo: af 
19, del tipo: oRf* 
13, del tipo: aC,,,,,/fp(/',Af)*r+Y(r,An* 

7, del tipo: aC»»,,,/+?(H/,fì*+Y(S«./,/)N 5(a6c)'(aM)(a6e)(cde)»aa,6^c,d„»«„» 

1, del tipo: a.((ibc)''(abd)\aeé)(bd6){cde)*e^. 
Sono nalli ì covarianti degli ordini: 22, 16, 10, 4. 
La forma a^ ha covarianti del 5" grado, degli ordini: 
30, del tipo: a/* 
24, del tipo: aBf 

18, del tipo: aCi^ij_J+^(f,f,f)*f* + -(if,r,f>* 
12, del tipo: aC,,,,,,,/'t?C,^y+T{/'Y-fìr + 5(H,A/j*+e(S,,Afì»+X(/^,Ar/ 

9, del tipo: a(abc)%abd){ace){ade)(bde)bj.c„*d„*e„' 
6, del tipo: 

"C»,i.i,ir+P(H , r, rt*+r(S4 , f, f}* y 5{abcì^iabd)\aee)(bde)(cde)*a^b^c„d„e^^ 
+s{<Ac)\abd)*(ab6i{acé){cde)^b^c„da*e„*. 
Sodo nulli i covarianti degli ordini: 27, 21, 15, 3. 
Ha inoltre Invarianti del 5" grado, del tipo: ii{abc)*{abd)*[abeyicde)\ 

III. 
I covarianti S del tipo 

1. In queBt'altima parte della nota considero i covarianti S del tipo: (S^V''»/*)' 
poiché comprendono come casi iparticolari alcuni covarianti gi& considerati, e 
dimostro come essi si esprimono con potenze della forma fondamentale e cova- 
rianti d! grado non superiore al quinto. 

Posto infatti: 
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si ha: 

ed eseguendo l'operazione Q*: 

à(.S^,r^, /*) = 3(»i - rXm - r - !)(«. - l)\abc)\anty . . . /'"■'+*-* + 
+ 6(TO - r)*(m - li^iabcflantìibni) . . . /'*J+''-» + 

+ 3(> + & - 2)m(m - l)(m - r){m-r - l )(n6c)''(a'*()(an«) ■ • ■ f*^'**-* + 
+ 6(J-^ k- 2)ni(m — l)(m-r)»(o6c)''(an()(6nM)... /'+■'■*"' + 

+ 6i»»(m - l)Vm - r)(a6c)''(fln()(dn() . . ./*^J+'-» + im(m - \f{abcy{dnt)* . . . f *-#+»->+ 
+ ((t + i + * - 3)m*(m - \)*{ab<if(dnt)idnu) . . . /"*'"-*-* 
dove: 

3 = [(t + 3)m-3r][{i + 3)m - 3r - l](jm - l)(km - 1). 
Con la formola (A) si tia poi: 

{abcy{ant){dnt) ... = \ (abcfidnt)* . . . = -J HS^ 



(abcy{aHt){anu) . . , = - 1 H8, + -^ [abcY^ant)* ...f 



((d>cY(ant){bii«) ,.. = _ — HS^ + -- {abcY{ant)[bnt) . . .f 



{abcY(.dnt){dnu)...^-^m^. 
Fatte le soBtitnzioni e posto: 

= 8LC/+ft)mj-J](*n_-_l)(m:^':J* 
ò 

H[(j + k)m - 2]{m - l)(w - r)(m - r - 



_ 2t»(«i-l)*[(i+j> fc • 6)m-3(2r + 1 )]i-ZU ^ fc-2)m(m- 1 ),m -r)(3m - 3r-l) 
68 

TOI.. XMII. 30 
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risalta, cambiando i simboli net rispetiiTamente la d, e: 

(l) (8/ , f' , ^)*=a(a6c)^(ad«)(M«)...r"-'*-»+g(o6c}^(ade)»...r+^**-»+TS^H/'+^+*-». 

Segue: 

/ covarianti di grado 1 + j + k -t- 3 del tipo {S^f* , f , /*)• ai esprimono me- 
diante potenze della forma fondamentale e covarianti di grado non superiore al 
quinto. 

3. Dalla (I) si possono dedurre parecchie relazioni interesBantì. 
Facciamo r=i2, i ^j + k = 3 e quindi: i=7' = &= l oppure t=:0,j=2,fc= 1 
allora nella (1) compariranno 1 duo covarianti di 5<' grado: 

{abc)*(ade)(bde) . . . [ahe)Hade)* . . . 

e di ordine 5tn--12; e dei quali 11 primo ei riduce a- G,_,,,,/ (II, 6). Bisalla 
coeI: 

' """ (4m-6Xl>»-7) '■'■'•' {4m-eKim-l) 
3(m - 2)Cm - 3) , ^ ,„ ^ ,, 



''«M,.y-,s;rb.H-. 



6(2t»-l)(3m-7) ■*'''' 6('2m - l) 
(m - 3)(3m - 2) ,.,,,. ,, 

Da queste relazioni, eliminando (a&c)*(ade)* . . . / , si ha: 

2(3m - 2)(2to - 3)c4m - 7){Bf , f, f)* - 6(m - 2)(2m - l)<3»i - 7)(H ,f*,f)-^ 

— 2)»(2m - 3((8m - 4)H' = 

relazione identica tra covarianti 8 del seeto grado. 

Facciamo ora nella (1) r =^ 0. Avremo cosi l'espressione del covariante 
if^*' ,f ,f*)* dove è t + 3>3, potendo essere t positivo od anche nullo; e cam- 
biando quindi i + 3 iu i rìeulta: 

forinola che risalta coel dimostrata quando i, cbo poi, ò ono qaalanqae dei tre 
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esponenti i ,j ,k , è maggiore od nguitle a 3. Perchè la (2) possa rìteael^i gè- 
aerale bisogna dimostrare che essa b valida anche quando i,j,k sono minori 
di 3, ossia per i covarianti: 

(/•,/,/■)■ , ir.f.ff , (.f.r.f)' , v.r.n- 

Per il primo di questi covarianti é senz' altro evidente che la (2) è valida; 
per il secondo o per il terzo covariante la (2) 6 ancora valida poiché si otten- 
gono le fonnole (2), (I, § 1) e (7j (II, § L). Calcolando infine il covariante 
{/* ,f* , f*y sì trova che anche la sua espressione rientra nella formola (2j la 
qaale quindi « generale: 

In particolare, per i-j=k, la (2) diventa: 



(f,f,n' = 



_ (m - 



mi - ly 



la quale deriva anche dalla formoia più generale che dà nel campo n*^ l'essiana 
di noa potenza della forma fondamentale: 



if,r. 



Notiamo inoltre che la (2) comprende come caso particolare anche la (3) 

(n, § 1). 

3. Infine notiamo che se nella precedente formola (1) si pone i = 0,j = k= 1, 
si trova come caso particolare la (2) (li, g 1). 

Napoli, dicembre 1904. 
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INSIEM[ NUMERABILI DI FUNTI DNIFORMEMENTK DENSI 
SOPRA LINEE OD IN AREE ASSEGNATE 



FILIPPO SierRANr a Bologna 



Mi propongo in questa breve Nota di sviluppare un metodo per costrnire 
degli insiemi numerabili di ponti uniformemente condensati sopra curve , o so- 
pra linee (ormate da archi di curve, di cui stano date le equazioni in coordinate 
polari, od infine condensnti in campi di cui eia data l'equazione del contorno, 
pure in coordinate polari. 

Mostrerò, per ultimo, qtiale profitto possa trarsi da queste considerazioni per 
la costruzione di espressioni analitiche atte a defluire funzioni analitiche valide 
solo entro aree di cui sia assegnato il contorno. 

1. Fra i numeri reali z compresi fra ed 1, ed i nnmerl pare reali Z com- 
presi fìra due limiti qualunque a e ^ , finiti od infiniti, si può stabilire una cor- 
rispondenza biunivoca: tuie corrispondenza può essere posta da: 

(1) Z = a -)- (P - a> 

se a e P sono finiti; da: 

se 01 d fln^tte ^ ^ infinito dello stesso segno di a; da: 

(8) Z = |(2.+ l)-i 

se a è fluito epe infinito, ma di segno contrario a quello di a; e infine da: 
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(6) «1 , «I . w, , • . . , w, , . . . 

h OH insieme immerabile di namerl aniformemente condensato fra ed t , ap- 
plicando ad esso le trasformazioDÌ (1) , (3) , (3) , (4) si potrà ottenere on insieme 
nniformemente condensato di numeri fra dae limiti a e ^ qoalsivoglìaQo, floìti 
od infiniti. 

Per insieme (5) si potrà prendere t' insieme dei numeri razionali compresi 
fra ed 1. 

Una successione di numeri uniformemente condensata fì-a due numeri a e ^ 
la rappresenteremo con I(a . . . ^). 

Chiameremo poi ordinato rUpetto ad m {m numero intero qualunque) un in- 
sieme I(a . . ^) e Io indicheremo con l(^]{a ■ . ■ ^), ae ogni insieme parziale for- 
mato da ratti i termini il cui numero d' ordine 6 congruo ad r rispetto al mo- 
dulo m, & uniformemente denso fra a e /<, essendo r = , 1 , 2 , ... , m - 1. 

Facciamo vedere che l'insieme dei numeri razionali compresi fra ed 1 si 
pQÒ ordinare rispetto ad m: ootd sarà indicato il modo di avere un qualunque 
I[a)(s • ■ ■ ^) ] poichb basterà ordinare rispetto ad m l' insieme dei numeri razio- 
nali comprasi fVa ed l ed applicare ad esso le trasformazioni (1) , (3) , (3) , (4). 

Cominciamo pertanto col dimostrare che: 

l' insieme dei numeri — in cui x e y tono numeri interi primi fra loro e aod- 
èfneenti alle limitazioni: 



x + y = r (mod. tu) 
i nniformemente condentato fra ed 1. 

Sia — un numero razionale compreso fra ed 1: assegnato un numero e po- 
sitivo piccolo a piacere, facciamo vedere come vi siano sempre dei nameri sod- 
disfacenti alle predette condizioni che differiscono da — per meno di e. 

81 osservi dapprima che sempre si possono trovare due numeri -^ , -^ in 
in cai Oj sia primo con t, , o, con t, e si abbia: . . 

a, + T, 3 1 (mod. m) , o, + t, = — 1 (mod. m) 

e differenti da — per meno di -^ , il primo per eccesso, ed il secondo per difetto. 
Infatti 86 poniamo: 

0, = )imoT + l , T, = 3imi» 
0, = XmoT— 1 , T, = Xmt* 
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qualunque sia l' intero X, o, 6 primo eoa t, e o, con i, e di più, ae: 

è ancora: 

a, e e Of t 

Ciò posto, si considerino le frazioni irridnclbili: 

0,)» + 7 a,m + 1' 

^ ^ T,m + S ' T,m + 8' 

dove "j ,ò ;^' ,&' soddisfano alle equazioni: 

8,6 - c,-r = 1 , a/' - Tj-r" = - 1 ('). 

Se 8, , Yi ; 8'i , T*! sono le minime solnzioni delle precedenti equazioni, tutte 
le altre soiazionl sono date da: 

3 =6, + HI, , Y =Ti +l'^<'i 

8' = S\ + |iT, , 1f' = -r', -t-|io, 

p intero qanlanqne. 
Ora se ai prende: 

(7) Il = r - (8, + T,) + vm 

con V intero qualunque, è evidentemente: 

7 + 8 ^ r (mod. m) 
■f + S'^r (mod. m) 



{•) La frazione 1 è 'irridacibile ; infatti ae p è nn divisore primo co- 

T,i» + 8 ■ '^ 

mune ai termini della frazione, s' avrebbe o, m^ — yì T^m ^ — 8 (mod. }>) e quindi 

fli(a,6 — T,Y)SO(mod. p). Uà d'altra parte m(o,8 — x,y) = m ; p dovrebbe dividere 

m, ma dovrebbe divìdere anche 8 e fi mentre questi nnmeri sono primi tra loro, 

perchè soddisfano alla relasione 0]8 — T,-f = l. Analogamente ai fa vedere che è ir- 

o,m + Y 
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«d allora se ai pone: 

x^ = <j,m + y , y, = Tj*» + 8 

ic, = a,m + ■);' , y, = T,m + 8' 



le fì-azioDÌ (6), cioè— e —, sono tali che 



«j + y, ^ ojj + Vt ^ r (mod. m). 



Vi V^.»«H«) 



X, y, T,(T,m + S')' 



Ora Della (7) v può essere preso tanto grande da rendere ^ positivo e cosi 
T I ^ 1 ì' f ^' positivi ed inoltre 8 e S' tanto grandi clie sia: 



ed allora b chiaro che: 



Resta dnnqne dimostrato cbe tatti ! numeri razionali — compresi fra ed 1 
per cai x k primo con y e 

x + y^r (mod. m) , 

sono aniformemente densi fra ed 1. 

Se ora ad r si danno saccessivamente i valori 0,1, 3. ..m—I si hanno 
m insiemi namerabili di numeri razionali uniformemente dentti fra ed 1, che 
nel loro complesso formano la totalità dei numeri razionati compresi fra ed 1. 

Siano J) , Ji , Jg , . ■ ■ , J„ qaostl Insiemi: se si forma una successione pren- 
dendo ordinaumente i primi, i secondi, I terzi termini e cosi via di Jj , J| , . . . ,Jh 
essa è evidentemente ordinata rispetto ad m. 

Si è cosi dunque Indicato II processo per avere un insieme uniformemente 
denso di numeri fra limiti qualsivo^lìano, ordinato rispetto ad m. 

Ed b chiaro che se un Insieme di numeri (uj è ordinato rispetto ad m e 
se m =p-Jj iiOQ solo l'insieme è ordinato rispetto a p, ma ogni insieme otte^ 
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nato prendendo tatti gii elementi u^ per cai n^> (mod. p) 6 ordinato, alla su 
volta, rispetto a q. 

2. Qaando bì voglia fare lo stadio di ana carva mediante la saa equazione 
in coordinate polari, si sarà tratti a considerare on' equazione 

(8) P=Aw) 

(dove con p si indica il rag^o vettore e con u f «oomAlia) dalla quale, facendo 
variare io entro determinati limiti, s' avranno per p valori positivi e negativi: se 
non che la definizione solita di coordinate polari sarebbe impotente a rappre- 
sentare questi ultimi valori di p. 

Ad ovviare qnesto Inconveniente basta sostituire , come aaggerisce il L o- 
r i a C), alla solita definizione di coordinate polari , la segaente: si consideri in 
on piano un punto fisso o (polo) ed ana semiretta fissa a Casse polare) uscente 
da esso e si immagini che una semiretta giri attorno ad o partendo dalla posi- 
zione a e rotando in an determinato senso. 

Un qualunque ponto M delta semiretta , in ana sua posizione r avrà per 
coordinate: 

p = -t- lunghezza OM , m = angolo (a r) 

mentre an qualunque punto M, della semiretta complementare r,, avrA per coor- 
dinate: 

p = — lunghezza OM, , u = angolo (a r) 

Allora se per an valore u , la /(co) d& per p nn valore negativo p , il ponto 
di coordinate p , t>i si troverà sulla aemirett» che fa colf asse polare 1' angolo 
(<t + i: ed alla distanza dal poto di |p{: in tal modo si è ottenuta della (8j una 
interpretazione anche per valori negativi di p. 

Un punto di coordinate p , tu lo indicheremo con (p , la]. 
Sia: 

un' equazione atta a defluire una curva nel senso ordinario della parola. I>a f 
sarà una funzione generalmente continua, e può essere ad uno o più valori. Se, 
ad esempio, è ad m valori, per u = u si avranno gli m valori: 



/.,](») , /-...(i) A.l(") 



(') Loria — OsservazioDÌ aopra le coordinate polari. Periodico di Hatwna- 
tica, 1899. 
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dai qnalf alcuni od ancbs tatti possono essera complessi : siano 

i Tslori reali. Corrispondentemente ad essi Bolla carva p s /(u) vi saranno ffH )* 
ponti: 

(9) [/(.,)(")."] . [/■(.,)(") . "] [fwW . "]• 

Per brevità però intenderemo che l'nnfca notazione: 

in qnitlanqae espressione di calcolo essa compaia , rappresenti saocessivamente 
gli T punti (9). 

3. Sia dnnqae: 

l'equazione di ana curva, per avere la rappresentazione completa (>) della qaale 
II) debba variare fra i due limiti Uo ed u, , che possono essere finiti od infiniti a 
aeconda della oatara della carva stessa. 
Sia allora: 

(lOJ "o . «, , », , p, 

an insieme di nameri compresi tts. Ug ed tu, ed ivi uniformemente condensatL 
si consideri la successione dei punti: 

(11) [/(fo) , «o] , [A".) . ni . • ■ ■ , m^n) -««],... O. 

EJssa costituisce un insieme di punti aniformemente condensato aull» eorva 
p = ^(b>). Invero preso sulla curva il punto: 



(') La rappresentazione grafica della p = f\tù) che naaoe in seguito alle conven- 
lioni fatte sulle coordinate polari al paragrafo precedente, pub essere dotata di rami 
non rappresentati col aolito sistema delle coordinate polari. 

Ad es. r eqnaiione p = a u rappresenta , quando u varia da — » o + od , due 
delle ordinarie spirali archimedee. 

(*) Sa -vuoisi che l'insieme abbia tatti i suoi paoti sulla curva bisognerà esoln* 
dere dall' insieme (10) quei valori per cui fosse eventualmente discontinua , eecln- 
siooe che può sempre essere fatta perchè i punti di di80outÌnuit& della / sono in 
nnmero finito. 
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(aapposto x' non eswre punto di discontinuità per f) facciamo Fedwe come io 
Db tratto arbitrariamente piccolo del ramo della carra che contiooe x' T'hasom- 
pre qualche punto della succeasioue (11). 

Sìa f an numero positivo pìccolo a piacere, si può determinare, per la oon- 
tinoit^ di fidivi in on intorno aasei^abjle di «', an nomerò pure positivo S tale 
che per u soddisfacente alla limiiaziont:: 

.|w - wT < S 



lAH(w)-f(H(w')l<e- 

Ora, poiché l'insieme (10) è anifonnemente condensato fta Wq ed u,, v'ha 
certo, iper qtu^to piccolo sia 6, qualche namsrp v. per cqì: 

|«, - u'I < S 
ed in corrispondenza al qnale : 

IAn(««)-A«('»')l< = 

oh* » quanto dire che il panto [f(iì(vj , uj «ade in an intorno di [/'(^(w') , w'} 
prefissato piccolo a piacere. Ad esempio, m )' insieme (10) 6 on imiema 1(0 . . . 4i) 
l'insieme di pnnti: 

[2 Reen ^t«„] n=:l,2,3... 

6 uniformemente denso sulla curva (*;: 

p = 2B8en-^. 
b* ÌBwknam 4«i ponti: 

[««„ , «J 
ove (v^ 6 un insieme I(— od. . . . +oe), è nniformemente denso sulla spirale: 



e gli Insiemi: 



[««i.*<F[v^ , «J 



O La corvB p=2RBen— appartiene alta famìglia delie rodonee di Qui do 
Grandi. 
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ove (t>^ 6 r insieme del caso precedente, e f Ada qtlalanque Ainzlone' [trirfvdica, 
sono ODiformemente densi enfili infiniti rami delle cnrre: 

f= a (ii'9(iit). 

4. Sìa f(x) una finzione che per f^0,l,2,...>n- l(auut. «J WMliae Tir 
spettivameute 1 ralori ili , ib > ■ • • ^ (*)i «Uoia M: 

(12) »o, «,.«».■••. V*-'" 

6 QD ioaieme IfaitWo ■ ■ - <^) > t^» ^d u, essendo 1 limiti entro «ni u daye yv 
rìare, acciò si abbia la completa rappresentazione della carva: 

P = Aw) I 

a) l'intieme dei punti: 

aS> (rC«n) . ». + tC«)1 n = 0,1.2... 

j uniformemeate condemato ni m atrv» otteaut» facendo ruotare la p = f{ia) at- 
torno al polo dagli angoli: 

ni > ni > - • - 1. 

b) FinHtme dèi punii: 

(U) tT(«)/1«n) ,vj n = 0,l,2,... 

è uniformemente condeniato tu m curve omotetiche alla p = f(u) col centro di 
omotetia nel polo e coi rapporti ifa > ni > ■ ■ • » %»■ 



(*) ITdr fansione soddisfacente a queste condizioni ai può ottfllMVe Mal; Bf '«V- 
■tmisca una fnnzìone f{») razionale di grado m che per: 



, i valori ni I ni > ns ■ • ■ na- Allora la funzione: 
assnme per c^0,l,2,...,tn — 1 (mod. m) rispettivamente ì valori: 

Il » ni j ni • • ■ li.' 
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Si ouenri Infatti che tatti i punti dell' Insieme (13) pel quali: 

n^A , (mod. m) 

sono sopra la oorra ottonata da p = f[ia) colla rotazione dell'angolo ijj^j e for- 
mano poi nn Insieme nniformemente condensato sulla stessa curva per 1» pro- 
prietà dell'insieme (12). 

Similmente tatti 1 punti dell' insieme (14) per coi: 

n^A , (mod. m] 

sono sopra la corra omotetica alia p = /(io) col centro di omotetia nel polo ed 
il rapporto ij^^i- 

Ctmì, ad esemplo, l'insieme di punti: 

["»,» + ?{»)] 

ore sia (v„) un insieme I(„)(0 . . ■ + co), 6 nniformemente condensato su tn raggi 
uscenti dal polo e facenti coli' asse polare gli angoli: 

6 + lii . « + >)i 8 + *!• 

e l'insieme: 

[?(") . «J « = 0,1,2,..., 
è uniformemente denso sugli m cerchi arenti il centro nel polo ed 1 raggi: 
llil , |1>I > • • - . U.I- 

8ia ^x) una finzione che per x^O , l ,2 , . . . ,p~l (mod. p) assume or- 
dinatamente i valori 9j ,&,,..., 3p ed E(«) indichi il massimo intero contenuto 
in e: se (v^) è un insieme I[^^}(i<i( . . . w,) , <f(x) essendo la funzione di prima, 
^ituUme dei punti: 

[?C«)Af„) , '« + + (K^))] " = 0,1,2...., 

è unifoTfMmente condenaato mvUa mp curve omotetiche (cui rapporti di omotsfta 
^1 I ^1 1 ■ • ■ I ^H ' <^6ntro nel polo) alU p curve che ti ottengono facendo ruotar» 
la p = f(iii) degli angoli d, , 9, , . . . , 9^ intorno al polo. 
Infatti tutti i ponti per coi: 

nEirfmod. m) , E [ — )^$ (mod. p) 

si trovano sopra la curva omotetica (col rapporto 1)^+,) alla corra ottenota da 
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p = f[ia] colta rotazione tieU' angolo d,^, iDtonio al polo. D' altra parte per la 
proprÌet& ammessa per {t>„) si aa essere l' insieme di questi pnnti aniformflmeQte 
condensato sa detta cnrva. 

Per fare no' applicazione, osserriamo che se Uj , a, sono dne panti qaalan- 
qne del piano [p, , (■),] , [p, , w,] e ae per brevltA ai indica eoo: 

lo, + i'a, 
con 

X[p, , mJ + X'ip, , wj 

l'estremo del vettore pel polo, equipollente alla aomma di dne vettori, rappre- 
sentati io ^andezza e direzione dai segmenti che vanno dal polo ai pnott 
[Xp, , u,] e [X'p, , <i>]J , e si fa aasnmere a {t un gmppo di valori 1(0 ...-)- ix), 

ai + V-at 

rappresenta un grappo di ponti uniformemente oondenaato sul segmento che nnisce 
i due ponti afy. Allora se («„) h nn insieme (l(^j,)(0 . . . + ce), l'insieme dei ponti: 

[,(„),.., (e (^)j|]..„[,w„.,K"-±?))g 

(15) 6„ = ; 

ove <p è la stessa fnnzione di prima e 4 aBaame per n^k (mod. p) il valore 
k(k = ,1 , . . . ,p—l) , è on Insieme uniformemente condensato so m poligoni 
omotetici (coi rapporti di omotetia >li , »li , . . , )]«) al poligono regolare di p lati 
che ha nn vertice nel pimto e*" e centro nel polo. 

Se x(a:) % nna finzione che per x^O (mod. m) assume 11 valore 1 e per 
2^1,2, ...,m — 1 (mod. m) assome II valore 0, l'espressione: 

X(«)5. + X(« + l)5t + X(" + 2)5, + . ■ . + X(n + « ~ 1)5« 
ossame periodicamente 1 valori: 

quando n varia da all' 09. 
Siano ora: 

P = AC"» . P = /'»{") j ••. P=/'-(w) 

m curve, per ottenere la rappreaentazione completa delle quali in debba variare 
fra u„ ed ta^ ('). Sia poi (vj un insieme I(h)(ci>o . . . uJ , allora V iniieme dei 



(•) I limiti di variabilità di (■) saranno in generale dìverai per le m curve: ma 
si prenderà per Uq il minore dei limiti inferiori, per Uj il maggiore dei limiti su- 
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pmnH 

K = [xW M<i + x(" + ») /i(0 + . . . + xC» + 1» - 1) /.(».> ■ «k] 
(«=.0, t, a,...) 

d uniformemente condensato tuUe m earoa 

P = A(w) , P = /V») , . . . , p = /■«(")• 

Basta infìktti oaMrvar» ohe totU i ponti b„ , per col n e ^(madnL), sooo «opra 
la oorva p = /^ +i(u) e che per la proprietà di (*.) fomaao u lasieme Irl eon- 
deuaato aniftcmeoieitte. 

Ad esempio, assegnati ael piano m ponti 

a, = [pi , tOj] i=l , 2 , . . . , m, 

UD iBsieiBe di ptwii aniformuaente e<»idenMto tnUe m rette a,A, , a^a^ ^., «W-iOmi 
o^o, b dato da 

».=xw '^^^^ + x(» + 1) V^ + . . . + xc + "• - 1) T^-;_^ 

ove {t)„) è un insieme !(„)(— od . . , +od) (»), 

5. Ci proponiamo ora di costruire insiemi numerabili di pantl uniformemente 
condensali so m archi di corre qoalsiTogliano. Sapponiamo date m cnrve 

P = /'i(w) P =■ ^{w) ... P = /'■(w) 

e so esse prendiamo ordinatamente m archi 

Ti . Ti . • • ■ . Tm- 



periorì, osservando che ciò noa porta ineonvenìanta alcuno, giaooliè se, ad esempio, 
per p = friniti i limiti &a cui deve variare u per avere la completa rappresentazione 
della cnrva sono Wg''^ > Ug ed iitj^'^ < u, negli intervalli Ug . . . ia^^ , u,^ . . . u, 
o la p = frolli) non dà valori rappresentabili per p o ne dà di qnelli che già si sono 
incontrati per w variabile Ara Ug''^ ed u,^^. 

(') È ovvio osservare che par |i variabile fra — oa e + a>, * ■ , , iJ"' raj^re* 

senta tutti i pnnti della ratta a,^a^^^, Con X,(i, + X^ -f . . . + ik^a. intendiamo rap- 
presentare l' estremo del vettore pel polo equipollente alla somma dei veMorì rap- 
presentati in grandezza e direzione dai segmenti che dal polo vanno ai punti 

[^iPi > "il . [*iPi , wj » • . • t P«P« » wJ- 
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Perchè si» cletecmiuato an arco tr Bulla carv» p s f^^a) b neoetsarìo fiuar« 
a quale ramo della p = f^u) «teasa appartiene, se /^ è a più vaiori ; di più 4e- 
voDsi determioare i limiti Uq'''' , i*,''^ entro cui w deve rariare, ^er avere i soli 
punti dell'arco ^^ Fa d'uopo osservare come nn arco f^ P*^ apparteaere anofae 
s due o plb rami di f^u>), e ciò se -j;, contiene punti di diramaElone per la f^ : 
allora ai dovraimo ancora Oaaare 1 dtreret intervalli di variabili^ di w lu cui 
eventualmente si debbano ooDsIderare di /^(tK) diversi nameri di TM«rL 

Le fominle (1), (2), (3), (4) deflniecti nna corrispondenza biunivoca fra i on- 
meri reali compresi fVa due limiti qualunque ed i numeri pare reali compresi 
fra ed 1, ci permettono di costruire una funzione ÙrO'>) la quale assume lotti 
i valori compresi fra Ugf^ ed u,''^ quando u varia da ad 1 : allora il punto 



(Ma») . 



percorre l'arco f^ mestre u varia da ad 1. 

Si detwviioi per ciascun aroo la ù(m): allora dalle oow dette risalta «taiaro 
che se (v^) è un insieme I(h)(0 ••■!), l'insieme dei punti 

[x(«) fii^xM) + ì(<« + l)/'iCa,(«„)) +...■¥ x{n + m~ l)/',(fl„{«j) . t.,] 

(«=0, 1,2,...) 

è uniformemente oondensato sopra gli m archi Ti » T» » • ■ • > Y» O- 
Oosl, ad esempio, dati 1 quattro punti 

«. = [«. |] ; «. = [«, f] 1 •». = [■=. f] i •. = [«. xl 

l'insieme df punU 



(»_TC lt\ "" fV.li Siti 

Vcos(^-j)-l J 



(n = 0, I, 2,...S 



(') È ovvio osservare che lo stesso prucedimento vale se alcuni o tatti gli archi 
Appartengono ad una stessa «nrva. 
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essendo (v.) nn Insieme I(o(0 ... 1), è rniiformemente condensato sai semicer- 
chio di diametro a^af, snll' arco di estremi a^a^ della parabola che ba il fhoco 
nel polo ed il vertice snila direzione positiva dell'asse polare, snll'arco di estremi 
a^a^ dell' elìese cbe ha on faoco nel polo, 1' altro salla direzione negativa del- 
l' asse polare e l' eccentricità n, ed InHne sull'arco di estremi a^a^ dell'iperbole 
che ha un faoco nel polo, l'altro sulla direzione positiva dell'asse polare e l'ec- 
centricltft i]\ 

6. Ci proponiamo per altimo la costrnzlone di insiemi numerabili di ponti 
nniformemente condensati entro aree di cui sia dato il contomo, limitandoci per 
altro alla trattazione di alcnni casi particolari. 

a) Sapponiamo dapprima che l'area A, in cai si vnote sia anlformemente 
condennato l'insieme da costruire, sia limitata da nna oarva che si chinde intomo 
all'origine ed 6 incontrata da ciascun raggio vettore in nn sol ponto. Sia p f(w) 
l'eqaazione della carva: per l'ipotesi fatta ^ 6 ad nn valore. 

Sia (v^ nn insieme 1(0 ... 2n) e (u^) an Insieme 1(0 ... 1) ; allora l'insieme 
di ponti 



a.,.=M..),».] (j:S;l;|::;) 



è anlformemente condensato entro l'area A. 

b) La carva p = f(iit) che limiu A sia chiusa, ma non Intorno all'orìgine 
ed incontrata da ciascon raggio vettore in dae soli ponti al pih. Siano Ug ed u, 
j lìmiti entro coi si deve far variare w per avere la rappresentazione completa 
della corva; e si osservi che se f(i]{ta) , fit)(t>>) sono 1 due rami di f{>a), l'espres- 
sione 

al variare di (i fra ed 1, prende ogni valore fra f,{») e /.(w). 

Allora se (vj è an insieme I(iOo . . . (oj e (u^) on Insieme 1(0 .. . 1) l'insie- 
me del punti 



K,p = [AdCO + JAl)(«n) - Al)(«'n)|«p . fn] 



/n=0, I, 2,...' 
\p=0, 1, 2,..., 



è uniformemente condensato In A. 

e) L'area A sia limitata da doe corvè 

p = f(tù) p = 9(w) 

chiose entrambe intorno all'origine, non intersecantesi, ed ognona Incontrata in 
on sol ponto da ogni raggio vettore. Allora l'insieme dei ponti 
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ove {v„) b nn insieme 1(0 .. . 2ic) e (Up) è un insieme 1(0 .. . 1), è ualformemente 
condeDsaio in A. 

d) La cnrv», contorno di A, del caso a) ed nna od entrambe di quelle del 
caao e) possono essere rimpiazzate da linee formate con più archi della stessa 
cnrva o di curve diveree, parche soddisfino alle condizioni già esposte. 

e) Con processi analoghi a quelli indicati ai §§ 4, 5, si possono costruire 
iDfiiemi di punti nniformemente denw in piò aree. 

Ad esempio, se («„} è un insieme l(„i(0 . . . 2it} , (Wp) un insieme 1(0 ... 1) , 
1{t) è la funzione del § 4, e sono dati i 2m cerchi 

p=H, . p=E, , . . . , p=Ri„-, . f=Rj„ (R,<Rg<....^ag^_,<K,„) 
l'insieme dei punti 

6„.p = X(n)[R| ^ (B. - B.)«p . "ni + X(" + l)(Rii + (R* - Bj)«p ."„]+■•■ 
...+X{n + m- 1)[R.^_, + (R.„ - R,„_,K - "»! 

k Dhìfarmemente condensato nelle m corone circolari limitate da (>=R, e ^=R,; 
da p=H, e p=E^ , . . ; da p=Kj„_, e p=Rg„. 

f) L' area A sia la regione del piano al di fuori di una curva chìasa in- 
torno all'orìgine (o di una linea formata da archi di curve) ed incontrata in un 
sol punto da ogni raggio vettore. 

Allora se (v„) è un insieme 1(0. . . 2it) ed (u^) un insieme 1(0 .. . 1), l'insieme 
dei punti 

^-[>.'-] C:^;;J::::) 

essendo p— /(u) l'equazione della curva, è uniformemente condensato in A. 
Ad esempio, l'insieme dei punti 

è uniformemente condensato in tutta la regione del piano esterna al cerchio p=B. 

7. Delle cose svolle si può fare un'applicazione nella costruzione di funzioni 
analìtiche, valide solamente in regioni di contorno assegnato. 

E stato dimostralo da Poincaré e Gouraat (•) che se a„ è un insieme 



0) Poincaré. Sur les fonctions k espaces lacunaires. Acta Societatia Scien- 
titram FeDnioae 1881. — Gouraat. Sor les fonctions k espaces lacunaires. Bnl- 
letin des ScienceB Mathématiques 1887. — Gouraat. Sur les fonctions uniformeB 
présentant des lacunes. Comptes Eendus de l'Académie dee Sciences 1882. — Vedi 

VOI.. XLIII. 82 
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numerabile di pnnti e 

A, , A, , A, 



ò ana saccessione di quantità tali che converga V |A„| , la serie 



è sviluppabile in una aerie di potenze di se — ar,, enpposto a:, non essere ponto 
limite di (a„), il cni cerchio di convergenza ha il centro in a:, ed il raggio n- 
goale al limite inferiore delle distanze di Xf, dal pumi (aj. Dal che discende 
immediatamente che se tutti i punti di (a„) sono su una o più curve r, ed ivi 
uniformemente condensati, la serie (16) è sviluppabile in una serie di potenze 
di x — Xo, ^{x ~ xq), supposto x^ non appartenere a T, il coi cerchio di conver- 
genza ha il centro in x^ ed il raggio uguale alla minima distanza di a:^ da r. 
Ora se r limita nel piano più regioni dietinte (•) 

C, , C, , C, . . . C„ 



sono punti rispettivamente appartenenti a queste regioni (fuori di T) le serie di 
potenze 

9(x - X,) ,^(x-x^),^x-x;),..., Vix - xj 

sono ciascuna continuabile analiticamente in tutta la regione C;^ cai appartiene 
il punto a:,, e non oltre, epperò esse rappresentano delle finzioni analitiche va- 
lide rispettivamente tolo in C, , C, , Cj , . . ■ , 0^. 

Nei paragrafi precedenti è stato svolto il modo di costruire degli insiemi di 



anche: L e r e h. tTber Funotionen mit besckrfinktem Existenzbereìche, Abhandlun- 
gen der Efiniglichen bSmischen Qesellschaft der Wìssenschaften 1686.— Fri ngb- 
Beim. Zur Theorie dar Taylorrschen Reihe nnd der analytischen Fanctionen mit 
beBckrtlntem ExisteDzbereiche. Math. Anualen 1693. 

(') Tracciata nel piano una linea a si dirà che due punti appartengono a di- 
verse regioni limitate da s, se non è possibile oongiungerli con nna linea oontinaa 
senza attraversare s. Se poi sì possono assegnare m punti non appartenenti ad t 
tali che non possono a 2 a 2 esaere congiunti con una liuea continua senaa attra- 
versare s; mentre di m+1 punti (non appartenenti ad s) due almeno possono essere 
congiunti senza attraversare «, si dir& allora che la linea divìde il piano in in re- 
gioni distinte. 
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ponti aniformemente condensati sa curve r di cai sìa data l'equazione in coor- 
dinate polari, perciò è pOBBlbile costmire delle espressioni deflnientl funzioni a- 
nalitiche che valgono solamente in regioni di cui sia assegnato il contorno. 
Cosi, ad esempio, la serie 

V A. 

'•^ b —X 



ove è convergente 7 |À„| e {b^ è l' insieme (15) rappresenta m -I- 1 funzioni 

analitiche ciascuna valida in una sola delle m H- 1 regioni limitate dagli m po- 
ligoni. 

Mediante gli Insiemi di ponti aniformemente condensati in un'area K, di cui 
abbiamo trattato al § 6 si possono costmire delle serie analoghe alla (16) 



zs 



K., 



le quali possono essere sviluppate in serie di potenze ^{x — x^ (supposto x, non 
appartenere a A) il cui raggio di convergenza è la minima distanza di Xg dal 
contorno di A.— Di più, se, to"a r.tie,' i le aree A, la rimanenle parte del piano 
è connessa, la '^{x — x^ rapp.eaenta uu unica funzione analìtica che non vale ae 
non lu questa regione: se invece non h connessa, la (17) definisce tante fanzioni 
analitiche distinte quaute sono le regioni connesse di cui si compone, ed ognuna 
valida in una sola di dette regioni. 

La (17) nel primo caso è un' espressione monogena, nel secondo poligena, 
come pure poligena è l'espressione (16) se l'insieme di punti (a„) è condensato 
su corvè limitanti on certo numero di regioni distinte. 

Bologna, luglio 1904. 
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LE SVILUPPATE OBLIQUE DI UNA CURVA PIANA STORTA 



Dott. GUSTAVO 8ANNIA 



1. È noto che, mentre ao ponto si muove sa di ana cnrva piana o storta, 
nna normale, muovendosi con una certa legge, genera una superficie sviluppabile 
il cui spìgolo di regresso si chiama una sviluppata della curva; che questa svi- 
lappata è geodetica sulla sviluppabile polare della curva; ecc. 

Questi risaltati si prestano ad una facile generalizzazione. 

Sia t' una l'etta uscente da un punto il di una] curva piana o storta C, incli- 
nata di un angolo costante 9 sulla tangente t, e tale che generi nna saperQcie 
sviluppabile S quando M si muove su C ; dirò che lo spigolo di regresso C di 
questa sviluppabile è una goiluppata obliqua fl o semplicemente una sviluppata • 
della curva G e che C è una tviluppante obliqua o sviluppante fi di C. 

Siano — e — la fiesslone e la torsione di C io H, « l'arco che ha per estre- 
f »■ 
mo M , tbn la tangente, la binormale e la normale principale di C in U, e le 
stesse lettere con un apice indichino le stesse quantità relative a C nel pnoto 
M' ove t' tocca C; infine sia HIU = m. 

Bicorreremo senz' altro alle formolo generali: 

(1) —=1+ PL±X* 1P=J_?Ì ^ = _*_è_?I 
da p m ' dt r m ' dt p r m 

nocessarie e sufficienti afflnchà a^f eieno i coseni direttori della generatrice l' 
di una superficie sviluppabile rispetto al triedro fondamentale tbn di una curva C 
tracciata solla enperfloie, ed alle formole: 

(2) s'= jadt-m, 
■J^* + y'\ds ) ' ^ ^\de } 
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^"^ danno l'arco e ì r&ggì di cnrratnra dello epigolo di regresso 0' (Cfr. L«- 
'ioni di Geometria Intrinseca dell' ìUostre prof. Cetàro , cap. IX, §§ 9 e 14). 

3. Qai, essendo a = cosO costante, le formolo precedenti diventano: 



d» T m ^ dt p r m 

«' = a« — m + 
^) , p9en»8 / „ da\ 



08en*« / „ do\ 



È evidente che il piano tangente alla tvUuppabile 8 lungo X' i il piano tt'. 

Il pnnto ove l'asse del circolo osculatore di C in M incontra il piano tt', 
e quindi ove incontra l' intersezione l dei piani tf e (n, è il centro di carvatnra 
g:eodetIca di C sa S; inoltre dal triedro t'/n, rettangolo Inngo I, si ha: 

T = senO cos(nl) ; 
ma 

p = MG cos(nI) , 

dnnqae: O I il centro di curvatura geodetica e 
(9) MG = — Ben » 

i il raggio di curvatura geodetica di C su 8. 

MG s) annoila con p, qaindi: sopra una tuperftde svUuj^abite i punti di 
regresso di una traiettoria inclinata di un angolo eostante «uUc generatrici sono 
anche i suoi centri di curvatura geodetica nei punti stessi. 

Dalla <4) e diUla (9) segne che: 

BiM' = -in = MGBea( 

cioè: M' ri ottiene proiettando su t' il centro di curvatura geodetica di G su 8, 
ossia lo spigolo di regresso di una svUuppc^le è il luogo delle proiezioni sulle 
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generatriùi dei centri di curvatura geodetica di una traiettoria inclinata di un 
angolo costante tulle generatrici. 

3. Se 0' e C, aono dne sTÌIappate 6 di C, ei ha per la (6): 



ossia: al muoverti di un punto M lungo una curva C, la di/perenza degli archi 
percorsi dai punti corrispondenti M' e 11', «u due tvilnppate i di C è uguale 
alla differenza delle distanze di quetH due punti da li. Ne segae che: te i due 
capi di un filo flessibile ed ineefendibile si avvolgono intorno a due sviluppate 
6 di una curva e poi si svolge il filo, mantenendo sempre tesi i due capi, il punto 
comune ai due capi descrive una sviluppante 6 delle due sviluppate, 

Cobì si spiega ci6 che risulta dalia (4), quando si osserva che m ai annalla 
con p , cioè che: lo spigolo di regresso di una sviluppabile e il luogo dsi punti 
di regresso delle traiettorie inclinate di un angolo costante sulle generatrici. 

Da questa altima osservazione e da quella fatta in fine del § 2, segue clie: 
■un punto dello spigolo di regresso di una sviluppabile è ceatro di curvatura geo- 
detica, nel punto stesso, per tutte le curve uscenti da esso ed inclinate di un an- 
golo costante tulle generatrici. 

i. È noto che lo spigolo di regresso di una sviluppabile è asslntotlca, cioè 
la sua binormale è normale alla superficie quindi la bìnormale di C in H' è or- 
togonale alle due direzioni 1^1,0,0) e t'(a^f); ne segue facilmente che: i coseni 
direttori della binormale di una sviluppata 6 di C in M' sono: 

_J IL ~ P^=__g_ 

' ,/l-a*~8«n9 ' ^/l-a» Ben» 

e quelli della normale principale sono: 

5. Ogni ra^io del cono di rotazione che ha per vertice M , per asse t e 
per semiangolo al vertice 6, muovendosi con la legge definita dalle (4) e (5), 
genera una saperBde svilappabile, quindi una curva ha un numero semplice- 
mente infinito di sviluppate 0. 

Oli iuflnlti punti M' ove i raggi del cono toccano le corrispondenti svilup- 
pate formano una curva^ ed essendo: 

(10) ic = — ma y = — »»p e = — mf = psen'J = p(l — a*) 
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U coordinate dì U' rispetto al triedro fondamentale di G in H , questa cnrva 
non è altro cbe l' intersezione del detto cono col piano z = psen^O, che è paral- 
lelo al piano rettificante di C e qnindi all' asse del cono ; ne segue che quella 
cuTYa è un iperbole. Del reato eliminando m, ^ e y tra la (4) e le (10) , si ha: 

(U) (l-o»)iE»-aV = pMl-«V , z = {>(!- a») 



iE*8eo*8 - y*C03'6 = p*co3*9sen*9 , z = psen'fl ; 

dunque: il luogo dei punti M' delle iviluppate 6 di una curva G corrispondenti 
ad uno tUtto punfo ìi di C, è wn' iperbole contenuta in un piano parallelo al 
piano rettificante di C ed alta distanza psen'6 da etto; ha il vertice tuUa nor- 
male principale, ha gli assi, tratvergo e non tratverso, diretti lecondo le interae- 
sioni del tuo piano osculatore e col piano normale di C, ed ha psenScosO e p8en*6 
per lunghezze dei gemiasei. 

Ad ogni punto U di C corrisponde dunque un' iperbole cbe dirà iperbole 
eorriapondente al punto M. 

Haovendoei M su C, questa iperbole genera una superficie che dirò auper- 
ficie paeudopolare S della curva C. 

Le iperboli 6 corrispondenli agli infiniti punti dì una cnrva sono tutte si- 
mili tra loro e sulla superficie p&eudopolare 4 aon definite dall'equazione s = co- 
stante. 

Dal § 3 segue che: una curva incontra le tue superficie pseudopolari nei 
tuoi punti di regretBo. 

6. Sulla superficie pseudopolare 6 sono anche tracciate te sviluppate 9, sic- 
ché per ogni pnnto M' di essa passano un' Iperbole 6 e una sviluppata 6; segue 
che la normale in M' alla superficie è perpendicolare alle tangenti di queste 
due linee. Or la tangente in M'(- t?>a , - m^ , - m^) all'iperbole (11) ha per 
equazioni 

(12) (1 - o')a; - agy = paY(l - a*) , z = p(l-o»), 

quindi ha per coseni direttori 



(18) 



V<1 - a»j» + a*p* ' \/(l - «»)» + a»g 



e la tangente alla sviluppata ha per coseni direttori a^-\\ ne segue, per la da- 
plico condizione di perpendicolarità, che i coseni direttori della normale alia su- 
perficie psendopolare sono: 



Vi— a» 
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che aoDO anche quelli della normale principale della sriluppata (cfV. § 4); 
danqae: 

le toiluppate di una cttrva tono geodetiche lulla sua superficie pieudopo- 

lata a. 

7. È noto che le generatrici delta sviluppabile circoscritta ad una aaperfloie 
Inngo una data curva sono coniugate alle tangenti alla curva stessa (cfr. loc. 
clt cap. XI § 14) ; or la generatrice della sviluppabile (cono) circoscritta alla 
superficie pseadopolare 4 lungo l' iperbole dèi'; dunque: le tangenti ad un' i- 
perbole 6 e ad una sviluppata 6 nel punto comune sono coniugate, ossia: 

le tvituppate i e le iperboli 6 deUa superficie paeudopolare 6 formano un 
doppio Hatema coniugato. 

L'angolo u di due linee coniugate è definito dalla formola: 

@ 

(14) C08W = = ■■ , 

V(l - a»)' + a»?» Vi - a» - a*^' 

perchè ajìf sono 1 coseni direttori della tangente all'una e (13) quelli della tan- 
gente all' altra. 

La sviluppabile circoscritta alla superficie psendopolare lungo una svilup- 
pata 0, che è geodetica, ò la rettiBcante di tale curva (loc. cit. XI § 1), ma le 
generatrici di questa eviluppabile sono le tangenti alle iperboli S , dunque : la 
retta rettificante di una sviluppata 6 in u» punto è la tangente all' iperbole 6 
che paeaa per quel punto. 

Segue che (loc. cit. IX g 13) 

(16) tgw = -- = ^8en8, 

ma ciò risulta pure diretMmente dalle (7) , (8) e (14). 

Possiamo qui applicare un notevole teorema di Beltrami {air. 1. e. § I, 21): 
le tangenti t' ad un sistema oo' di geodetiche di una superficie, lungo una linea 
l a tangenti coniugate con esse , formano una sviluppabile ; il punto AI ove t' 
tocca lo epigolo di regresso è centro di curvatura geodetica, nel punto U' ove 
t' incontra l, di quella traiettoria ortogonale delle geodetiche che esce da H'. 

Applicando questo teorema al sistema delle sviluppate 9 e ad un iperbole ( 
si ha che: una curva i il luogo dei centri di curvatura geodetica delle traietto- 
rie ortogonali alle sue sviluppate i e precisamente: un punto di una curva è 
centro di curvatura geodetica per tutte le traiettorie ortogonali alle sue svilup- 
pate nei punti ove incontrano la corrispondente iperbole 6. 

8. Ora possiamo calcolare i raggi di curvatura principali p, e f, della 8ape^ 
flcie psendopolare 6 o meglio le due importanti fanzioui di essi: 



- ('— — ì 
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cioè la curvatura totale e la curvatura media della Baperflcle. È noto che p, e p, 
sono i quadrati dei semiassi dell' ■«Cicatrice di Dupin: 



net pnnto M'; questa riferita invece alle tangenti all' iperbole 6 e alla STilnppata 
t per M', che sono coniugate, avrà per equazione: 



ove p', e p'f misurano i quadrati dei corrispondenti semidiametri coniugati, e 
però misurano i raggi di curvatura normale della svilappata 6 e dell' iperbole 
i in M'. 

Intanto, essendo u l'angolo dei due diametri coniugati, si ha, per note pro- 
prietà dell' elliBBe e dell' iperbole, che: 

PiPi = P'iP'»8en« . Pi + P» = P'i + P'». 
quindi: 

K =1 — -i , E = ^ K(f\ + p',). 

p'ip'jsenu 2 " ' ' ' 

Or non resta che calcolare f\ e p\. 

La curvatura normale della sviluppata 6, che 6 geodetica, è eguale alla sna 
curvatura assoluta, quindi p'^=p', ove p' ha ti valore espresso dalla (7). 

Detto poi p" il raggio di curvatura assoluto dell' iperbole 8 e 9 1' angolo 
che la sua normale principale fa con la normale alla superficie, si ha pel teo- 
rema di Meuanier: 

p', = p"co8 9; 

or la normale ali' iperbole (11) in U'(— ma , - m^ , — mf) ha per equazioni: 

a^x + (1 - a*)y + m^ = , « = p(l - a*) , 

quindi ha per coseni direttori: 

1-a' ^ «i ^ f^ 

V(l - a»)» +0*^» ' V(l-ay +a»0» ' 

e la Dormale alla superfloie ha per coseni direttori (§ 4): 

\'l o* \/l-«» 

TOL. xun. ss • 
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qnÌDdl 

008 & = \/ — i i — ^ 

V 1 — a* 

e per la (14): 

co8&= T^ ; 

een 9 eoa u 

ne segue che 

* senécosbt' 
Sostituendo in K ed H i valori trovati per p', e p', , ai ha 

pp'{)"tg(o 2 \ aenOcoau/ 

e per la (15) 



In queste formole p' ha il valore dato dalla (7} e p'' , raggio di cnrvatTtra 
dell'iperbole (11) in M', ai calcola sabito mediante la formola (>). 

„ a" 6» 

ov« a e b aooo i semiasai ed h è la diatanza del centro dalla tangente (12) in 
M'; easendo: 



v'I - a' - aV 

ai ha 

„_ (!-«'- a't*)* 

9. Eliminando a tra le (il) ai ha: 

(x* + 1,» + z*)B = p(y* + z*) , 
qnindi, mentre il laogo delle iperboli i corrispondenti agli inSniti punti di ana 



(') Cfr. Cesare. Elevitnli di Calcolo Infin. 2» ed. p. 
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cnrrk è la saperflcie psendopolare 9, t^ luogo delle infinite iperboli 9, corrispoa- 
denti ad un punto di una curva e agli influiti valori di 0, è una superficie del 
3" ordine eimmetrica riipetto al piano normale e compreea tra il piano rettifi- 
cante ed il piano parallelo a quetto condotto pel centro del cerchio oeculatore; 
queeti due piani la toccano lungo la tangente e lungo V asse del circolo oscula- 
tore, mentre che il piano osculatore la taglia secondo una circonferenza che ha 
per diametro il raggio del circolo osculatore, e che è il luogo dei oertici delle 
iperboli suddette. 

I fOoehì dell'iperbole (11), nel piano osculatore, hanno per coordinate: 



e però: il luogo dei fuochi delle infinite iperboli corrispondenti ad un punto di 
una curva è l'arco finito staccato da una retta, parallela alla taiigente condotta 
pel eentro del circolo osculatore, dalla parabola che ha per vertice il punto, per 
asse la normale principale ed il parametro eguale al raggio del circolo oscu- 
latore. 

10. Ponendo a=0 nel risaltati precedenti si ritrovano le proprietà delle or- 
dinarie sviluppate. 

Detto 4' l'angolo che ana normale t' , In nn ponto U della carva C, fa con- 
ia normale principale, e però posto: 

a = , P = sen ij/ , ^ = eoa ^ , 

le (4} e (5) d&nno le relazioni 

(16; » = --^ , ^* = 1. 

C03^ ds r 

ha seconda esprime la condizione necessaria e sufficiente affinchè una nor- 
male di una curva generi una sviluppabile, il cai spigolo di regresso C ò una 

sviluppata - o semplicemente una sviluppata di G mentre C è una sviluppan- 
te - o sviluppante di 0'. 

La prima esprime che l' iperbole -~ corrispondente al ponto K degenera in 

una retta, l'asse del cerchio osculatore, ossia: i j>unti M' delle sviluppate di una 
curva corrispondente ad un punto M à l'asse del cerchio osculatore. 

La BQperflcie rigata Inogo di questi assi è la eaperficie pseodopolare — della 
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cnrra ed è sviluppabile perchè E sì anoalla per a = ed è la n^uppabile po- 
lare della cnrva, 

La 2' delle (16) determina 1' angolo ^ a meno di ana costante additiva 
quindi : se le generatrici d' una sviluppabile rotano di uno atesso angolo intomo 
ad una loro traiettoria ortogonale , esse non cessano di costituire una svilup- 
pabile. 

Le tormole (3) e (6) diventano: 

^ oos^ d» 008 •}' ' ~ Ben^i ds cos^» 



e danno i raggi di curvatura e l' arco delle sviluppate. Dall' ultima segae che 
le sviluppanti ai possono considerare come descritte dai punti d'un filo flessi- 
bile ed inestensibile che, prima avvolto sulla cnrva, si vada poi svolgendo re- 
stando sempre teso. 

Segue poi dai §§ 5, 6 e 7 che: le sviluppate di una curva son tracciate mila 
sviluppabile polare e ne sono geodetiche; esse e le generatrici rettiUnee formano 

it« doppio sistema coniugato e incontrandosi formano l' angolo -r — ^; la curva 

è il luogo dei centri di curvatura geoa. 'ca àelL traiettorie ortogonali alle sue 
sviluppate. 

11. Per finire, domandiamoci quando è che una retta che si appoggia ad 
una curva ed è rigidfimente legata al suo triedro fondamentale genera una svi- 
luppabile. 

Per P e f costanti le (6) diventano: 

r m p r m 

e per la (4): 

quindi o ? = f = , e si ha la tangente della ciirva, o 

*■ r pCl-ot") 

che per essere soddisfatta per valori costanti di a e ^ esige che sia — costante , e 
però che la curva sia un' elica cilindrica. 
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La (IT) è soddisfatta dai coseni direttori delle generatrici del cono qaadrioo 
cbe ha il vertice salla curva , 6 tangente al piano oscnlatore lungo la tangente 
ed è tagliato dal piano rettificante secondo la reità rettificante. Si ha cosi il teo- 
rema (di Cesàro loc. cit. X § 11). 

Proprietà carattertatica dell' elica cilindrica è che , oltre la tangente , vi 
tono altre rette appoggiantìai ad etta e rigidamente legate al tuo triedro fonda- 
mentale che generano eviluppabUe; esse sono tutte le generatrici del cono qua- 
drico che è secato dal piano rettificante ascondo la tangente e secondo ia retta 
rettificante. 

Essendo poi per le (7) e (8): 



—, = — -ìr aen 9 = costante , 
P' P 

gli spigoli di regresso sono anche deUe eliche cilindriche. 

Morcone, ottobre 1904. 
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CUKVE PROIKnATfc: IN VERA GRANDEZZA DALLE TANGENTI 
DALLE NORMALI 



E. AMATURO 



I. Sieno (x , y) , (x + dx , y + dy) dae punti infinitameote ▼icini di una 

corra i coi archi sieno prolettati in vera grandezza dalle tangeoti nelle loro eBtre* 

mitk aopra ana retta, che assameremo per aese dalle a;: le parti che ie tan- 

dy 
genti in quei punti tagliano bu V asse x, posto — = p , Bono espresse da 

px — y (p + dp)(x + da:) - (y + pdx) 
p ' p+ dp ' 

e dovendo la loro differenza essere eguale all' arco fra quei dne ponti , espres- 
so da 

dx-Jl+p*, 
avremo, per equazione differenziale della curva, 

dp 
V—- 

e separando le variabili, 

dy _ dp _ d(p+ Vi +y*-l) d(p + Vf+p'+l) 
y P'Jl + p' j> + i/l +p* — 1 p+^ÌTp*+l 

Integrando questa equazione, e chiamando h ona costante arbitraria, avremo: 

y^^ f + Vl+p*-l 
'' P+ Vl + p> + 1 ' 
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^ = ,W^ 



Sottraendo e sommacdo sacceBsivamente queste altime dne eqnazionì, STFemo: 
™ ' - S - Ài- -!?• 

da eoi 

(2) ' ^.^iiJL". 

lotegrando (1) e (2) , e chiatQando A e B doe costante arbitrarie , arremo: 

« + A = |iog,-g , .+B = |.iogy + g. 

Scelta l' orìgine delle coordinate in modo che sia a; = pei raion di y dati 
dall' eqnazione 

6 r odgine degli archi io modo che aia « = per y data dall' eqaazlooa 

rÌBalter& A = , B = ; sicché avremo , per equazione in termiBi finiti della 
corra cercata, e per espresBione di un ano arco a, 



Dall' espressione (1) di p risalta y-h per p = oo -, h esprime, ^oiadi, I'obAÌ' 
nata del ponto in cai la tangente è perpeodieolare all' asse a; di proiezione. 
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La curva in parola si coBtrnlace subito per mezzo della logaritmica 



e della puabola 



rienltando la aaa aacisaa, corrispocdente ad ona data ordinata, egaale alla diffe- 
renza delle aBclBBC della logaritmica e della parabola, corrispondenti alla mede- 
alma ordinata, Ebbbl risalta pnre dal luogo dei pnntì medi! dei segmenti delle 
rette parallele all' asse x, intercetti tra. la logaritmica 

x = hlogp 
e la parabola 

2ft 

Si rileva eabito che la carra ha dae pnnti all' Inflnlto , uno iperbolico, con 
l'assintoto nell' asse di proiezione, e l'altro parabolico. 

Per la lunghezza t delle tangente in nn ponto {x , y), compresa tra il pnnto 
di contatto e l'asse di proiezione, si trova 

&« + p« 

Questa espressione di t d& ona semplicissima costrozlone della tangente in 
un ponto H: dal piede P dell' ordinata di M sì tolga sa l'asse x, in senso con- 
Teniente, il segmento PB, = A , ed in M si conduca ad MR la perpendicolare , e 
sia Q il suo pnnto d' incontro con l'asse x: la retta TH, che unisce il ponto H 
al pnnto T, medio di BQ, è la tangente richiesta. 

Per la lunghezza p del raggio di curvatura nel medesimo punto sì trova 

(A' + yV 
^ 4AV ' 
« Quindi si ha 



Da questa espressione di p si trae la seguente costruzione del centro di 
- eorvatura in un punto M: dal piede T della tangente in M si tiri la perpendi- 
colare alla tangente stessa, e sìa 8 il sao punto d'Incontro con l'ordinata di H: 
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centro ÌS e raggio MB sì descrìva il cerchio: uno de[ punti in cui questo cerchio 
incontra la normale in M (qnello dalla parte della concavità) 6 il chiesto centro 
di carratara. 

2. Sieno [x ,y) e {x + dx ,y 4- dy) due paati inflnitamente vicini di nna carva 

ì cui archi siano dalle normali nelle loro estremiti proiettati in vera grandezza su 

di ana retta, che assumeremo per asse a*: le parti che le normali in quei punti ta- 

dy 
gliano BQ l'asse dì proiezione, posto -^=Vi sono 

x+py , x-t py + dx + ydp + pdy. 

Esprìmendo che la differenza di queste due parti sia eguale all'arco dx-J\ -«- p* 
fra qnei due punti, troviamo per equazione differenziale della curva: 

^+p*-^ypf= \fl + p'- 

E separando le variabili sarà 

dy pdp . 

Integrando questa eqnazione, e chiamando h la costante arbitraria, avremo; 

ff(vr+7«-i) = A. (4) 

Questa equazione per p= \/3 dà y = h: quindi A rappresenta l'ordinata del 
punto in cui la tangente è inclinata di 60" all'asse di proiezione. 
Dalla {4) si ha: 

_ ^ _ "^^-^ ^' Vi + p' _ ^ _ y + h 

^~ dx- y ' p ~ dy~ ^2hy + ft*' 

Integrando queste due equazioni, avremo, chiamando A e B due costanti ar- 
bitrarie, 



y4 2h /2y_-M 
3 V A 



Scelta r orìgine dette coordinate in modo ohe sia x = per ^ = ft , e l' origine 
degli archi in modo che sia * = per y = — — , avremo, per equazione in ter- 
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mini finiti della curva, e per espressione di un suo arco t 



~ 3 V A 



Si vede subito che la curva è in simmetria ortogonale intomo all'asse y (diame- 
tro), ha un ponto doppio Bu questo diametro alla distanza h dall'asse di proie- 
zione, le due tangenti in questo punto sono ÌDclinste di 30> al diametro, il quale, 
oltre che nel punto doppio, incontra la curva ad angolo retto nel punto (verliceì lon- 
tano dall'asse di proiezione per——: inoltre essa taglia ad angolo retto que- 
st'asse nei punti lontani ±-— dal diametro, e finalmente ha un flesso all' co iu 

direzione dell' asse di proiezione. 

Obiameremo direttrice della curva la retta parallela all'asse di proiezione e 
da questa distante per — h. Calcolando la lunghezza n dalla normale in un punto 
M(x , y) fra questo punto e l'asse di protezione si trova 

n = y + h. 

Si ha perciò la seguente costruzione della normale in un punto dato M: si 
prolunghi 1' ordinata di questo punto fino ad incoutrsre la direttrice, e sia Q il 
punto d' incontro: il cerchio di centro M e raggio MQ taglierà 1' asse in due 
punti N e la congiungente uno di questi punti N ad M è la normale richiesta. 
Il punto N da unirsi ad M, ed il punto U staranno in parti opposte, o dalla 
stessa parte del diametro, secondo che U appartiene o non alla nocca. 

Per la lunghezza p del raggio di curvatura in un punto ìi(x , y) si ha: 



donde segue questa costruzione del centro di curvatura relativo al punto M: sì 
tagli sulta normale in M, e da M verso l'asse, il segmento MS = &; se M è supe- 
riore all'asse, sarà MS minore della lunghezza MM della normale, ed allora si 
determinerà uno dei punti H in cai la perpendicolare da S alla normale é in- 
contrata dal cerchio di centro M e raggio la lunghezza MN dolla normale stessa 
e alla retta UM si condurrà in U la perpendicolare, che incontrerà la normale 
nel centro richiesto; se invece M è al disotto dell' asse, il segmento MS = h sarà 
maggiore della lunghezza M^ della normale, e Jn questo caso si descrìverà II 
cerchio avente un diametro nel segmento MS e da uno del punti in cui esso è 
incontrato dal cerchio di centro M e raggio la lunghezza MN della normale si 
abbasserà la perpendicolare alla normale stessa, e il punto G in cui questa è 
Incontrata da quella sarà il centro cercato. 

Calcolando la lunghezza n' della normale in t&ix , ^^ fra M e la direttrice 



e bv Google 



)( 187 )( 

si trova 

y 

e per conseguenza si ha 

-?■ 

Segae da tale espressione di p quest' altra costrazioDe del centro di curya- 
tura in M, quaianqae sia M; si tagli sulla ordinau di M a partire da U e verso 
la direttrice il segmento Mn= A, e si anlsca il punto U al punto N' in cui la 
normale MN incontra la direttrice, e alla UN' si conduca la parallela dal piede 
P dell' ordinata: il panto ove questa parallela incontra la normale è il centro C 
di corvatnra relativo al pnnto M. 

3. Se l'arco dovesse essere proiettato non in vera grandezza, ma in modo che 

il suo rapporto alla sua proiezione sia — , avremo, pel problema del a." 1 , 



m—i m + 1 



2« + B - 
e per quello al d.o 2: 



t"y-'"-'l ^ »—!/■ 



/ . Vlm* — l)y* + 2mA,v + h' wih \{m*— lìu + mA 

I » + A = -J— ; ; log j -^5= 4 

""• (m>-l)5 / v'-»'-! 

+ V(m* - 1)3/* + 2mfty+A'[ i 



I 4. B = "*'/<'»*~ l)y' + 2wfty + A * 



— . log ' , ■"^- 



peri» < 1^ 



• + B = 



(1-mV 
m \^tCT* - l) y' + 2mhy + h' h 



(') V. Ann. G«rg. t. XIII. 
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In entrambi i casi, con opportuna scelta dell' origine delle coordinate, e ài 
qnella dell' arco », si determineranao le costanti A e B. 

4. Ponendo, nel problema del n. 1, 
Alo 
le equazioni (3) diverranno 

ove 7 e ^ stanno per if(j/) e jt(y). 

Queste equazioni suggeriscono la ricerca della condizione a cui debbono 
soddisfare due finzioni 7 e i|i della stessa variabile x (scambiando x in p) perchè 
la cttrva 

(5) y = -^{t + *) 

sia rettificata da 

« = ^ (9 - *)• 



La condizione < 
tratte da queste due equazioni e che e 



ed essa è: 

(f'i{.' +1 = 0, 

la quale vuol dire che le curve (p e 1)1 date da 

si corrispondono punto a punto sa parallele all' asse y in modo che nei punti 
corrispondenti le loro tangenti sono ortogonali. 

La curva (5) , ohe chiameremo la curva 6 , è poi il luogo dei puuti medii 
dei segmenti che uniscono i punti corrispondenti di (p e ^. 

Delle tre curve <f , ^ , H , data una sono determinate le altre due. Se è data 
b, si hanno <p e ^ aumentando e diminuendo di a le sue ordinate ; sicché cbìa- 
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mando y on' ordinate di saranno y-t , y+x qnelle corrispondenti di 9 « ^; • 
da queste espressioni ristilta snbito la condizione precedente , perchè essendo 
y* - v/H-y" e y' + Vl+y" i cooffloienll angolari delle coiTispoDdeotì tangenti, il 
loro prodotto risalta eguale a —1, Se è data una delle altre due, p, e. f , i}i 6 
determinata da 

(te 



H-II 



si ha: 

^ = '^ 

' m(tn - 2)x"'-» 

e B, qoalnnqae sia m, porche diverso da 2, è data da 

2m(m - 2ìti"-'!r*-»y = m(m - Z)»:»"^ + a*""'. 

Per m = - 1 e per m = 3 si hanno le qnarticbe 

6a»ay = a:* + 3a* , 6a*5ey = Soc* + o*. 

Il caso di m =. 2 trattasi direttamente ; e posto perciò ^ = — — , si ha 
if = hÌQ^x e per curva t si ha quella del problema del n. 1. 

Se f è la logaritmica y = ae" , ^ è l'altra logaritmica y = <m ", e 9 é la ca- 
tenaria ^=C0Bft — 

Se 9 è una cicloide, cioè se 9' = */ , si ha ({'' = - \/ — 1 * t ^ quindi 

una cicloide eguale all' altra, e è data da 

» = T /( V^' ~ >/^) "^ = i i <'ÌCJ^> = ^°^^^" ' 

ed è perciò un cerchio di diametro a. 

Se r 6 nn circolo di raggio r, cioè 9 = 4f* - ^, si ha i}i' = , e quindi 

i( è una tr^jettoria ortogonale dei circoli di raggio r e col centri en l'asse y, e 
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la corra è data da 

y = ^r» - a* + -- log 



Per nltimo eBempio la curva <f sia la catenaria di egoale resistenza, di pa- 
rametro a, 

y = — alogcos — , 
ovvero, portaodo l'origine nel pnnto di x di scissa — , 

La funzione i}i saril allora data da 

r) 






dx = ^a log ooB i-j- — — 1 , 



e ta curva ^, riferita agli stessi assi di 9, è; 

y = — alogcos^^ j , 

ossia, è la stessa ip trasportata parallelamente ed x di -^. La cnrva 6 è,dopo ciò, 
data dall' equazione: 

j, = - I log [oos (-1 + 5) .00, (I - i)] 
ovvero, 

jf= |-log2- ylogcos'^: 
T 
anche, portando l'origine soli' asse y nel pmito d'incontro di 9 e ^^i di ordi- 
nata — log 2, 
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e ai vede che la curva • è, come 9 e i}i, un' altra catenaria di egaal resistenza, 

ma di parametro — , metà, di quello di ^ e ^. 

Siano U] ed M, due punti corrispondenti di ip e <}i ed M il ponto corrispon- 
dente di 6, sono: 

le eqaaziooi delle tangenti in M^ , M^ , M a quelle tre curve, e poiché la terza 
equazione rìsnlta dalla semisomma delle altre due, si conchiude cbe la tangente 
in un punto M di 6 passa pel punto Ug di concorso delle tangenti nei punti Hj 
ed M,, corrispondenti di 7 e iji. Inoltre, su quella tangente concorrono le normali 
in Uj ed M, a ip e ^, onde segue che essa è normale in H^ al luogo descritto 
da questo punto al variare di M; dunque la curva descritta da Ug è una evol- 
vente di (t. 

1 9" 

Poiché 4''= F e quindi 4" = — t=- , si potranno esprimere in finzione di 9' 

9 1 

e <f" i raggi di curvatura p, , p, , p di cp , 1^ , 6 nei loro punti corrispondenti; 
e si ha sahito: 



„ _ (1 + y")' - _ (1 + ?")' 



donde 



9i = P,v' > Pm=-?iV . Pi* + V = 



Da ciò segue che, proiettando i centri di curvatura C, e C, di f e 4* paral- 
lelamente ad X su le tangenti nei punti corrispondenti Ifj ed Mj In Qj e Q,, 
si hanno due triangoli rettangoli C,M,Q, , C,M,Qi coi lati paralleli ed eguali 
a p, , p, , 4p , donde segne la costruzione di due di questi tre raggi dato 11 terzo. 

La considerazione dei centri Istantanei di rotazione nei movimenti degli an- 
goli retti delle due tangenti e delle due normali nei punti corrispondenti M, ed 
H, di 7 e ^, pud facilmente fornire proprietà delle curve innanzi menzionate, e 
che per brevità tralasciamo. 

5. Ritornando alle cnrve del n. 3 , osserviamo cbe se dall' equazione della 
prima è facile dedurre le sue proprietà e le costruzioni relative alla determina- 
zione della tangente e del centro di curvatura, altrettanto non può dirsi della 
seconda: onde per quest'ultima é preferibile esprimere le coordinate fc ed y di 
un suo qualunque punto M In funzione dell' angolo 9 che la tangente in esso fa 
con l'asse x. 

Essendo 

x-i ptg« 
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l'aaclss» del poato ove Ia normale incontra l'aase x, per la condizione del pro- 
blema deve essere, se m = -r- , 
A: 

M 1 

dx + dy tgH + V ~~r- = md, = -ds. 



(«) 


C086 senft ' 


qaiad) 






dj, !:«,») ^, 




y (OOB9-*)cose ' 


che integrata dà 




(') 


AcobB 

" 4-OOB»' 


ja coi 




(8) 


hit y 

"* i-eo«« • y+»" 


donde 





(10) 



-(*^e^---'^"""»' 



ftfec osft 

■(ft-008ft)»*' 



Chiamando poi n ed n' i segmenti della normale in If , intercetti fra M e 
l'asse X e fra Uè la retta y = ~h (direttrice) si ha 

y ^, _ p + ft 

costì ' costì' 

tenendo presenti le (7) e (8) , 

_ g + A , _. (y + ft)' 
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le quali espressioni danao sempiicissime costmzioni della normale e della tan- 
gente. 

La (11) dà Bnbito pel raggio p di curvatura in H 

(y + ft)' ^ »V 
^ kk h h 

donde seg^uono anche due semplicissime costruzioni del corrispondente centro 
di carvatnra. 

Come la (7) determina y in funzione di 0, cosi la (10) e le (11) determinano 

X ed 8, ed avremo , posto tg - 9 = u, 



+ A = WTT nmr^Tim + ■--— t *^*='« « V^ 



2Afc^ 

'i*-l {fc+ IjM' + A-l"' 



(&»-!)■ 
per k > 1 

l „ 2hk « 2hk ^ jk + l 

per fc < l j 

f R - ^^*^ " 2Afc» M yf+fc- \/l-*: 

Si osservi infine che la curva del n. 2, algebrica, segna il passaggio dalle 
curve trascendenti, per fc < 1 , alle trascendenti di natura diversa per A: > 1. Essa, 
inoltre, è compresa fra quelle proiettato in dato rapporto dalle tangenti: e pro- 
priamente mentre dalle norToali è proiettata in vera grandezza sulla perpendi- 
colare all'asse di simmetria distante di k dal punto doppio, procedendo da que- 
sto ponto verso il vortice suU' usse di simmetria, dalle tangenti, invece, é proiet- 
tata IH vera grandezza tuUa tangente nel detto vertice. 

6. Le carve studiate possono considerarsi appartenenti alla categoria di 
quelle, più generali, i cui arclii sono sull' asso a: proiettati in dato rapporto m 
da rette condotte per gli estremi ed inclinate di angolo costante a alle tangenti 
o alle normali in essi. 

8e tp à l'angolo che la proiettante il punto M della curva fa con 1' asse x, 
l'ascissa dal sno punto di incontro con questo asse ò 

x-ycotg-D, 

VOL. XLIU. 25 
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ODde dovrà essere 



ed «ssendo 

(1) 



ei ba 
(2) 

(3) 



ooB((p - o) 8en(9 - et) 



^_ 8en(y — a) 

y ~ Ben if{m seo f — san a) 



dx _ 008(9 — ") 

y ~ Ben9(m8eii9-Ben«) "' 



1/ sen f{m Beu 9 — sen «) ' 

sen T(m8eD9 — seoa) 

Mutando in queste formole a io — - a si ha il caso del riferimento alla 
Qormale. 

„ sena 

Posto 1-0, 8i ba dalla (2) 






perrt<l, y = 1-1 J__fi.( , 

o — seno) , ,- /i a\{ 

f V»> — sena + V*n + 8enatg( - +1 J\ 

per .=1, f^-i^Sil, ,-».»".., (^--1) 
a -sen? ^ ' 
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e corrispondentemeDte 






bCOB 

m{a — BeD(p)* 



6co9(T-a) 
m{a — sen 9)* 






m(l — sen^)» ^ ^ 



dalle quali ai baono analogamente te corriBpondentì eepressioni di di, soppri- 
mendo il fattore cos{7 — a). 
Se m = 1 , si ha 



2oo8«-(5 + a) 



j isen>j(ip-a) ^ B6n>j(»-«) 

" + " = A ^«.1. \ ; "'^^ " - 2 «enJotg^ (» + «) -log 



*°°"" 00.' !(, + .) ^ oo.>l(, + a) 



1 Bon' 5 (? - a) sen» ^ (? - «) | 



• + ''' = -l;;3;. i ■l-2een2.tgj(.,+ a) + l( 



4co.'«) ,1, , -.j-T.-/. = , 1 

;(? + «) oos>s{» + a)) 



l>en'y(?-l-3a) «en"jrt-a)l 



fcoB';(j + a) oo>"-(» + a)) 



4 eoa" ^ (9 + «)Ben r (? - «) 
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FORMOIE GENERALI DEl.LK DEIIIVATE SDCCESSIVR D'UNA 
FUNZIONE, ESPRESSE MEDIANTE QUELLE DELLA SnA IN- 
TERSA- 



Dott. LUIGI MINA 



Sa 8l ha a; = f(i/) , le derivate successive della a; rispetto alla y sono, come 
i noto, vincolate a qnelle della y rispetto ad a; dalle relazioni: 



TI)" 






dyV 



\dx*J dxdx* dx' \dx) dx* 

(ly 



. 



Queste formole bodo di grande interesse nello stadio delle fauzìoni inverse, 
perchè permettono di coatmire le derivate saccesBive d'una fanzioue quando siano 
note quelle della saa iuvcrBa, ma le operazioni di derivazione eoo cui si otten- 
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gODO diventano, di mano in mano che si procede, sempre piti complicate, onde 
è ntile la ricerca della formola generale, con cai ai possa coatrairoe ona qual- 
siasi, senza passare per tutte le precedenti. 

Per stabilire tale Tonnola, si paò osservare che lotte queste derivate si espri- 
mono con ona frazione avente per numeratore mia somma di prodotti delle de- 
rivate successive della y rispetto «Ila x fino airn"", moltiplicati per un coeffi- 
ciente numerico, e come denominatore 



O"""' 



Questo è vero per le derivate ora scritte, e so si indica con N^ il numera- 
tore deirn"' di esse, quando sia messo in evidenza per tale derivata il segno 
(— l)*~^ , si pub porre; 



<ij" 



(I)" 



^^_™._n^ 



-ir 



, dx dx 



-(2»-l)TàN, 



\<lx. 



S(«n-1)-I{>.-1 



y" ^'dx' " dx dx 



(I)*"' 



da cui, Be ai pone: 
risulta: 



dy"+' /'^V'"*"' 



(I)"' 



Ora, per ipotesi, N„ è ana somma di prodotti delle derivate successive della 
y, con coefficienti oamerici, onde tale è anche — ~ e, di conseguenza, N^,.!- 

E poiché r ultima formola si ottiene cambiando n in n + 1 nella (1'}, questa 
vale per qualunque valore di n. 

Quanto alla legge di formazione di N„ od in generale di tutta la x'"' , si 
espongono qui di seguito tre formolo generali. 
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Eapreatione della —^ mediante un Wrontkiano. 

Àbbìansi n + 1 fanzionì arbitrarie della y : F» , F, , F, . . . P, , e bì costrol- 
8oa il WroDeklano: 



(TFo d"F, d"P, 
I dy» dy" dv" 



d"F„ 
■ dff" 



bì ponga ora y =: f (z) ; tatte le fanzioni F diventano funzioni della a; e bì potrft 
costraire il nuovo Wronskiano W„. È facile dimostrare che questo nuovo Wron- 
Bkiano 6 legato al primo dalla relazione: 



(8) 



(ir- 



Infatti, bì consideri il determinante: 



p. 


F, F, 


• • K 


2s * 

d]/ dx 


dF, dy dFj dy 
dy dx djf dx 


dP„ dff 
■ ' dy dx 


JT. Idy\' 


dy" \da:y dj," \dml 


dy' \dxJ 


dff" Via/ 


£P, /dA" d»F. /dj,\" 

djT Vda/ dy" Vda;/ ' " 


• ■^v^' 



e si oeserrl che, avendosi in generale: 
dF, dF, dy 



(.1 = 0, l. 2... n) 
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agii elementi della seconda orizzontale in A si possono eostitoire senz' altro i 
se^aenti: 



dF, 



Inoltre, essendo: 



_tP¥, /dj/y dF, i»y 
~ dtf* \dx^ ''" dff dK» ' 



cPF, __ ^ (dy 
da* 



d'y 



moltiplicando gli elementi della seconda orizzontale per — , e sommandoli col 

dy 



corrispondenti elementi della terza orizzontale, si vede che a questi possono s 
stltairaj, senza alterare il valore del determinante, gli elementi: 



da» ' 


III 


(te" ' ■ 


•^ 


In generale, essendo: 








d-F, _d"F, /dy\- 


, .f-r.^ 


, --"P.^ 





dove le T sono espressioni nelle derivate saccessive delta y rispetto ad a: , le 
quali non variano col variare dell' indice s di F, si vede che moltipllcando per 
opportuni coeiflcieoti gli elementi di ciascuna orizzontale a cominciare dalla se- 
conda fino alla m"' , e sommandoli poi coi rispettivi elementi della (m + 1)""* 
linea, si potranno a questi sostituire le: 



d"F, 



d'-F, 



d"F, 



d"F„ 



ma allora A sì cambia nel determinante: 



F, Fj F, F„ 

dFp ^ dS^ dFj, 

dx da; das dx 

d"V, d"r, d"F, d"r^ 

Ac" da;" dar" dx" 
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ày /dyy 
Donde, ponendo in evidenza i moHiplicaton 1 i j^ i \'SZ.) t • • 

che risnltano in ciascuna linea di A, bì ricava: 

\dxf " 

e quindi la relazione (3). 

Si diano ora alle F i valori particolari seguenti: 



F,nl T, = v r, = 5T' 









La (3) diventa: 

1 y 
1 







(S)^'" 



dy 
dx 


2! 
dx 


d'y 


1? 



C-I)! 




v'- 


rfj: 


(,,-2)! 


* 


:n ■ 3j ! 







*- 




d"» 




<<»■• 


(»-l 


T 


*^'" 




di 


j! 


,f-»:: 


- 


(« - 
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osai», 


ridncendo; 






d*' 


"-^"Vr 








dv 


2! 


(1 - 1) ! 








dX 


dx ' ' ' 


• ■ dx 








d'y 








J"x (-!)"-■ 




di' 


(te» ■ ■ 


• ■ dx^ 


(*) 






d'y 


21 










dx' 


di' • ■ 


it" 






















d""' 


■ì't— -^ 









d"„ 


2! 


C"-i)i 






dx" 


da;" ' ' 


• ■ dx' 



Qaeeta formula esprime la derivata n"" delia funzione a mediante le deri- 
vate Buceeasive (fino all' »*"•; delle potenze y" , ff' , ff' > ■ ■ • > »""' '^«"» ftfzione 
diretta. In soetanza essa rappresenla la j-» '" funzione della y e delle sae de- 
rivate sacccsBivo ed è qnindi la formola cbe ci proponevamo di trovare. 

Essa paò ancora assnmere le forme segaentl: 



dv" «^+1) \ ' dx 

(-) ' 

\dx' 
l~l)-' 



di / 



(a- 1)1 



di" 



^.+1) \dx' 



0—1)1 
di" 



d'-K— \ 

("-')! ) 
di" / 



(I) ■ 
, (-1)"- 



/dV ^ 

Vdi" ' di» ' ' 



d'j"- 



"C-H) 

(I) • 
VOI» ZLIU. 



■ (»-l)l 
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poste. Il determinante Wrcnskiano della formola precedente, sebbene semplice 
a ricordarsi, è in renila di ubo alquanto complicato, perchè molte sono le ope- 
razioni di riduzione da eseguirsi su di esso prima di arrivare a rappresentare 

la T-^ con formole analoghe alle (1). Basta osservare che in tali formole non 

apparisce affatto la y, che invece trovasi in quasi tutti gli elementi del Wron- 
■kiftno. 



derivazione delie funzioni composte , considerando la x come funzione della x 
atessa, composta mediante la p. Indicando per semplicità con x' , x" , . . . , a;'"' 
le derivate della x rispetto ad jr, e con y' , y" , , , . , y'"* quelle della y rispetto 
ad X, dette formole danno: 

dx , , , 

*; = ' = ''''' 

= x'y" + ai'V* 

= x'j/'" + a-"-3ff'j(" + x"'j/" 

= x'y" + x"(iy'y" + 3y"') + x"'-6j/'V' + v''^" 



in generale 

dove il secondo simbolo di somma si intenda esteso a tutti ì termini che si pos- 
sono ottenere dando allo ni del valori interi positivi o nulli in modo che siano 
simnitaneamente verillcate le duo eguaglianze: (') 

m, + Mij + . . . 4- m„ = r 

»», + 2», + . . . + «m, = n. 



(') Siccome occorrere altre volte rappresentare una somma di questo genere, ) 
indicherà colla notazione: 



,&' O"- 
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Le (5) posBono considerarsi come un BÌGteina d'equazioni lineari non omof;e- 
nee nello x' ,x" ,..., a;'"' , i coi coefflcienti sono formati mediante le y' ,{/">■■ > y*"^ 
e da esse bì potranno quindi ricavare le x' , x'' , . . . , x'"' in fanzione delle 
^' . y" , . . . , i/'"' t sempre cbe non sia nullo II determinante dei coefficienti: 







yW 



Se y' è diverso da zero, D 6 diverso da zero ed allora, e soltanto allora, 
si avrà: 



ossia, sviloppando il determinante secondo gli elementi dell'ultima colonna: 



-.■.-'-')"' 



($>■'"' 



Se con 1 si indica per brevirà il determinante del 2° membro, sarà: 
a;W = C- 1}—' . 



La logge di formazione degli elementi del delcrminante & el desume assai 
fiicìlmente dall'espressione generale delle equazioni (5), quale è stata riportata 
neir uUiina di esse, dalle quali si ha che il coefficiente di x''') nella p*" equa- 
zione è: 

C (n _ V ?»! //x"! /y'x'V 

' - ^-^ ^,<r~;^\\v.) \p\) ■ 

tm, = r 
I 

Ì|i»»j X p 
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Qaetlo coefficiente è appunto I' elemento apparteaente alla r" colonna ed 
alla (p- 1)"" linea di A, poiché A si pnl> dedarre dal determinante D dei coef- 
ficienti (Ielle (5) flopprimendo la prima linea e l' nlttma colonna. L'elemento 
a^ji ài A sarà dnnqne Cyi dove si faceta h=r,k = p~l ed h e k variabili 
da 1 ad » - 1 , pofcbè A è di ordine n — 1. 

Per tenere presento questa legge di formazione di A, mettiamone alato l'e- 
lemento generico scrivendo la formola (6) nel seguente modo: 

") -=^T-[S .^^^..^'(^ (^)-'] 

p 

£jf Mj =p 



Evidentemente A non 6 che una li'agformazione del Wronskiano della for- 
mola (4), anzi una semplificazione di esso, poiché in i non comparisce piti la y. 



Eipre»$iont della x'**' mediante una tommatoria di termini d'eguat gvado e 
d'i-gual peto. 

Como g]& per 11 Wronskiiino , cosi anche per il determinante 1 si può os- 
servare clie con ossi lo doilvate suecesslvc ai presentano serapUd solo in appa- 
renza, porche volendo ad esemplo cnicolare una qualunque di esse, ad esempio 
la a;<'o' , si ha un determinante del IQo ordine con in generale 36281)00 termini, 
mentro 11 calcolo collo derivazioni snccessive delle formole (1) porta a soli 
20 termini. 

Allo scopo di dare una formola utile al calcolo diretto della x'"' si espon- 
gono qui di seguito alcuni studi sulla legge di formazione del numeratore N^ 
di *'"'. 

A tal aopo si prendano più attentamente in esame le a:'"' quali si possono 
ottenere mediante derivazioni successive Ano al caso di u = 8, 

Si avrk, coir ultima notazione: 
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'' =4[''-5-'!'"'-»'8!'-'!''V" + j''(3-5j"ff" + 2-5!/"'')-»Vl 

i"=-4il [3-5-7-9!/'»-J/'-2'-3'-5-7j("V" + !/''(2 3-5 W+2'.5-7sV''') 

-s'fS-T-j'V + 3-7!,'y) I y'V] 
a!"=-^,[3-5-7-9.11j'»-.v'-3'.5"-71l!/"V+y"(-''-3'.5'-7y'V"+2.3>-5'-7i,"V) 

-y'(2'3-6-7v'y'y' + 2-3'-7j"V +2'-5-7j,'"') 

+ !/'*(5-7y''» + 2»-7 ff"'j(' + 2'-7y'y) - /V"l 

a""^ -~ [3.5-7-9-ll-13y"'-y'-2-3»-5-7-ll-13y"-^i/"' + 

+ y'",2'.3'!>'-7.|lji"V"' + 3"-5'-7-llj"V') 
-}"(2«.6"-7.Uy'y"' ^2•3■■6'■7■lly"V'y' + 2■3'■5■7■llJ,■V) 
+ j"(2>-3.5".7y"V'+3'-6'.7j'y"+2".3'-5-7i(V'yt2-3".5-7j"V) 
-y'»(2.3»-7y"y + 2'.3-7i/"y' + 2'-3Vy) +ffV']- 

Si A già notato come in j^enerate possa mettersi: 
«« = (-»-„-&, 

dove N„ è ana Bomma di prodotti delle derivate saccessive y' , y" , . . , , Ano 
all'H*". Ora ai possono mettere in rilievo per qnesta somma, almeno per valori 
di » da 1 Ano ad 8, le segaentì proprietà: 

1. OrdtDando N„ secondo le potenze crescenti di y' , quando siasi posto in 
evidenza fn a;("l il segno (— 1)"'', come si è fatto, i grappi di termini che ne 
risattaao hanno saccesalvamente segni contrari a partire dal primo, che ba se- 
gno positivo; ossia il segno del termine contenente y'"' è positivo o negativo se- 
condo che tn, è pari o dispari , onde la legge dei segni in N^ pnò esprimersi 
attribuendo uà segno negativo ad y', e lasciando a tatti gli altri fattori U segno 
dositÌTO. 
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3. Intendendo per grado di un termine la somma degli esponenti delle y in 
esse contenate, ogni termine di N„ è di grado costante ed eguale ad n — 1, cioè 
indicando con wi, , m, , ■ . . , m, i valori degli esponenti delle j/' , y" , . . . , jt'"* 
in ciascnn termine si ha: 

(8) m, -I- m, + . . . + m, = I» — 1. 

3. Intendendo per peao dì nn termine la Bomma degli esponenti di ciascun 
fattore moltiplicati per l' indice di derivazione del fattore stesso , ogni termine 
di N„ è di peoo costante ed eguale a 2(n — 1), di modo che eolle notazioni pre- 
cedenti si ha: 

(») MI, + 2m, + ,..., + nm„ = 2(n - 1). 

4. Ad ogni grappo di valori interi, positivi o nulli delle m^ verificanti si- 
mnltuneamente le due condizioni suesposte corrisponde un termine dì N„ , ossia 
i termini di N„ sono tutti e soli quelli che corrispondono ai possibili gruppi di 
valori Interi positivi o nulli delle tUf verificanti simuluneamente le (H) e (9). 

5. Ponendo r! come divisore di ciascun fattore yf' in ogni tennlne, il cocf- 
flciente numerico è dato da: 



QoGSte proprietà servono a determinare completamente la legge di fornm- 
zìonc di N„. Il massimo valore di m, che vcriflchi conteraporaneamcnto lo duo 
8> e (9) gì ha ponendo: 

onde riassumendo le proprietà suddette, si può porre: 

(IO) N„ = Yo- y'Y, + y% -(...(- yT'T^^ + . . . + {-v'ì—^Y^ 

dove te Ym, sono somme di tcimini tutti positivi del grado (n - 1) — nt^ e del peso 
2(h-- 1) - »(, contenenti tutti 1 possibili termini di tale grado e peso, ed il coef- 
Rciento di ciascun termino risulta dalla forinola: 

('" ^..'S'^^f^' (&"•■• ■(9"" 

ì 

2iffi( = 2(»— 1 )— m, 
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Pet dimosrrBre che queste propiietà di N„, vere Sdo ad n = 8, sossìstono 
per qoalanqQe valore di n, baata provare che, se sono vere per », lo sono pare 
per n + 1. 

SI tenga presente la formola (2); 

N..,=(2»-l)y"N.-!,'''^ 
essendo, come si è stabilito; per In (IO) 



Ora, ordinando N„^, Becondo le potenze crescenti di — y' si pon^a: 

per la (2) si ha: 

(12) Z„ = (2n - 1 - m^)l,"Y^^ + — ^- 

poichfe il massimo valore dì fltj è n - 2 , il coefiìciente 2n — 1 — m, è sempre po- 
sitivo, iooltre per ipotesi Y„ ed Y„ _, sono numeri positivi, per cui tali risul- 

tano pore — — J— e Z„^\ la legge dei segni dei termini di N„4.i è dunque quella 

che risalta attribuendo il segno negativo ad y' e lasciando a tutti gli altri fat- 
tori il segno positivo (1^ proprietà). 

Parimenti derivando una Y,. rispetto ad x si ottiene una somma di termini 
di grado eguale al grado di quelli di Y^, e di peso maggiore di una unità. Poi- 
ché Y„ _, è del grado n— (-(m,— l)=n-m, e del peso 2(n— 1)— {m,-l)=2B -I-m, 

1 termini di — -r sono del grado n — m, e del peso 2» — »!,. 

I termini di Ym moltip'icati per y" aumentano di un' unitJi il loro grado e 
di due il loro peso , per cui assumono il grado (n — 1) — m, -I- 1 = » - mj, ed il 
peso 2(n - 1) —m^ -}- 2 = 2n — m^. In sostanza Z„^ che è l' insieme di queste due 
specie di termini, risulta una somma di termini d'egaal grado: n - m, , e di 
egual peso: 2» - «i, , il che prova la seconda e la terza proprietà per N„^,, 

Per provare che in Z„ esistono tutti i termini di tale grado e peso ai con- 
sideri an gruppo qualunque di valori interi e positivi od anche nulli delle m 
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Terjftcanli contempo l'aiieainoa te le (8) e (9), o, che è lo stesso, te due condiziooi 
eegaenti: 

(13) m, + m, + . . . + m^ - n — w», 

(14) 2mj + 3m, -(-...+ Mm„ = 2n — m,. 

Sapponiamo anzitmto che non tutte le m successive alle m^ siano Dalle, si 
potrjl allora togliere an' unità da una qit&lanqae delie m^ non nulle successive 
alla m^ ed aggiungerla alla precedente m,., , con che non si altera la somma 
del primo membro della (13), mentre il corrispondente della (14) diminuisce di 
un unitÀ, a questo nuovo gruppo di valori delle m coiTlsponde indubbiamente 
un termine di Y„ _, poiché per Ipotesi in esso vi sono miti i possibili termini 
di grado n~ m, e di peso 2n — m, — 1. 

Derivando tale termine, si è già osservato nell' alinea precedente che si ot- 
terrà una somma di termini di grado n — m, e di peso 2n — nij giacché coll'o- 
peraziono di derivazione non si altera il grado dei termini , ma ai aumenta il 
peso di un unità. In questa somma esisterà puro il termine corrispondeute al 
grappo delle m da cai siamo paniti e precisamente sarà quello ottenuto allor- 
ché si deriverà il fattore j/C""" , quindi il termine corrispondente «1 gruppo dato 

delle m esiste in — ~- e quindi in N„.,. 
dx 

Se poi tutte le m successive ad m^ sono nulle, sarà diverso da zero m, ne- 
cessariamente , allora scemando di un unità m, il termine nelle y'"* che corri- 
spondo a questo gruppo delle m sarà di grado (» — 1) — tn, e del peso 2(n - 1) — m, 
e quindi esiste in Y„ che è l'insieme di tutti i termini di tale grado e peso. 
Moltiplicando per y" tutti ì termini di Y„ verrà aumentato di un'unità il valore 
di mg in essi ed anche nel termine in parola, cioè anche in quest' ultimo caso 
il termine corrispondente al gruppo dato delle m esiete in y"Y^ e quindi in N^f., 
(5» proprietà). 

Per In ricerca del coefilciente numerico di un termine qualunque di N„^, 
occorre valersi di alcune proprietà delle somme Isobariche. Si ponga: 



S = 



.,\\a<) ■■■\'b\} 



Xitmt=p 



dove a ,b ,r , p sono interi positivi, a <b, e la somma del secondo membro si 
intende al solito estesa ai termini che corrispondono a tutti i possibili gruppi 
delle m veriflcantl contemporaneamente le (a). 

Stabilito il valore di r, p dovrà essere compreso tra ar e br , ìa caso di- 
verso, non esìsterà alcun gruppo delle m verificante le (a) e sarà S = 0. Tenendo 
presente questa osservazione si può sempre attribuire un significato alla S qua- 
lunque siano i valori delle a ,b , r , p. 
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Ordioando S secondo le potenze crescenti di ^C), si ha, ponendo in evidenza 
anche il fattore — che accompngna dette potenze: 

(15) s = s +£- 8 7'+ -^ {^) sr"' + 

derÌTaodo, si ha: 



(m„+I)! W/ • C^Tj! -+' '^•'« «»' ^ «1 '^ *« o^ii^-a 



Facendo ubo di qaesta naova notazione bì paò porre la (11) sotto la forma: 

Y«, = (2(B-l)-m,)!S^ 

dorè: 

r, =fl — t»!— 1 ji, = 2(n — 1) - m, 

da cai, per la (13): 

Si ordini la somma In parentesi secondo le potenze crescenti di y" , per le 
formole (15) e (IS) il coefficiente di — - (^) ^ qnesto sviluppo sarft: 

Analogamente si sviluppi guest' ultima somma secondo le potenze crescenti 

di »'" : allora il ooefflciente di — \~ ì é dato da: 
' »*j \3!/ 

S'ali 8„_3^ + Smj S,^.^j_3,_^„ + 4 - S,,_3,^ij_, + ^ S^i-j^, 
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r j = r, — «n, Pt—P*~ ^'"f 

CoDtiDnando, si ba in generale che, detto U il fattore di: 

(^('-)-".)'^(i;r;è(9- i(5)"" 

ìd Z., è: 



w! a Pb^i-» dK nFu-l"^ 



p«_, =p»-j - (w— l)m,_, = 2b — m, — 2mj — — (w — l)"»»-!- 

Sia u il maesimo indice di derivazione delle y nel termine di %», di cni si 
vaole calcolare il coefficiente, sarà m^ Y altima m diversa da zero nei grappo 
delle m corrispondente al termine considerato e dovendosi avere per la 3* e la 
4* proprietà: 

» — «Il = ni, + nig , . . . , + m^ 

2» - in, = 2t»g + Snia ,..., + wm^ 
sarà evidentemente: 



r--' =8"- J- (?!!!)"*« 



L'nltima eguaglianza dipende dal fatto clie il minur peso di ana S*"^ 6 

uni„ e non esiste quindi aleno termine nell'ultima somma. Tenendo conto dei 
risaltati snespostt è: 

U = (2m, + 3m, ^ + «ro„} -i- (^)"'" = (2n - «"t) ;^ (irr)""- 

Il termine dì Z«, considerato sarà dunqtie: 

(.»-„.-,, (.«-»,.i(i;ri(9- i(9"«= 

»I,I m.I \2!/ \m1/ 
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0, consideraudu che II inaasimo valore dì u b n + 1, risulta che allorquando si 
ponga r 1 come divisore di oir,scan fattore y''"' , il coefficiente namerico del ter- 



(2» - m,)l 



m,1. 



cioè appunto (indio cbe gli spelta secondo la regola 6 quando si cambi n in 
tj+ 1. 

Riassumendo sì è dimostrato che tutte 6 le regole di formazione di N„ eas- 
sistono allorché si passa da n ad n 4- i , onde esse, verificandosi per le prime 
8 derivate della x, sono generali e può dunqne porre: 

" Zj^y ^' jL> m,\ m„l Val^ \n!/ 

n 

a 
e quindi si ricava la terza espressione di a;'"' 

.,., = '^;>:i' y ,_ „,»■£ 't"p^^ (5)- {^T' 

y" ' ^jm, ^J nij ! in„ l ^ il' V R ! / 

Y,^m^=n—^-m^ 



Riassumendo, si sono trovate tre formolo generali delle derivate saccessiTe 
della a! - f{tf) espresso mediante quelle della sua inversa, la y; e sono: 



d"x (- 1)"-' 


dx dx 

d't. 

° dx' da,' 


iiy 


d't. 
° dx' dx' 



dy^ 2! 

dx" dx" 



d 


y" 

(n — 


iTi 




dx 




d' 


y" 

in- 


w 




die' 




d? 


(..-■ 


iT! 




-*?- 






ir- 


. 




li. - 


1)! 




dx' 
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dff'" iSilii T'»^» l^m,!m,!...mp!Vll/ V.3!^ '"\pì} J' 
i 
itimi- p 

d'x _ (- !)"-■ y „^y t2(B-l)-M .]! /ff^x-.. /tf^\% 

dy* y'w-i Z^ ^ *' Ij m,l... mj\2\) ""Kaì) 

n 

Sjint = « — 1 — «ij 
Sji «»( = 2(rt - 1) - 1», 

dove il simbolo i^, [a] rappresenta il detormiQaDte ottenuto facendo variare 
da 1 ad n — 1 gl'indici dell' elemeoto a^^, e lo aomme V rappresentano l' ìn- 

t 

lfimi = p 

sieme dei termini che si ottengono dando alle m, tutti i valori positivi o nulli 
elle verificano contemporaneamente le dne equazioni 

Torino, 27 Settembre 1904. 
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SUL LUOGO DEI PUNTI DI CONTATO DEGLI IPERPIANI PAS- 
SAJiTI PER UN DATO SPAZIO LINEARE E TANGENTI ALLE 
FORME DI UN DATO SISTEMA LINEARE {']• 



Dott. PASQUALE LORENZOLA 



Il prof. Gqccìa Bel suo notevoUsslmo lavoro * Ricerche aui aiaiemilineari 
di curve algebriche piane ecc. » {*), si è occupato della cnrya luogo dei ponti 
di contatto delle tangenti tirate da an ponto del piano alle onrve di un fascio; 
valendosi poi della conoscenza di questo luogo, nelle sue lesioai di Oeom. Sup. 
dell'anno 1894-95, ha dato anche la costruzione dei luoghi del punti di contatto 
dei piani passanti per nn ponto o per nna retta dello spazio, e tangenti alle su- 
perflcie di un fascio i*). 

Nella presente Notti mi propongo di risolvere il problema analogo relativo 
ad un sistema lineare oc* di forme (ifeTsiiperflcie) immerso in uno spazio Sp di 
dimensione p. Come applicazione dei luoghi studiati deduco alcune note pro- 
prietà sulla jacobiana di un sistema lineare <x* di forme, che servono di con- 
ferma ai risuiiati ottenuti. 



(') Questo lavoro è estratto da una parte della mìa diiiertasiane dì laurea, 
presentata all'Ateneo pavese nel luglio del 1902. 

(») Rend. del Ciro. Mat. di Palermo, t. IX. Mem. II g VII. 

(') ** Teor. delle superficie 9 e delle curve gobbe A ecc. „ les. litogr. 1895, 
Palermo. Ringrazio il Gbiarisa. ptof. O. B. O ucci a che gentilmente mi ha favo- 
rito i fogli citati. 

Cfr, anche: Pieri " Sopra alcuni problemi ecc. „ Giorn. di Mat. Voi. XXIV. 
Lo-MonacQ Aprile " Sopra una curva gobba ecc, » Kend. del Gire. Uat. di 
Palermo, t. Xll. 
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1. Sia, in uno spazio lineare Sp di dimensione p, 



(1) 



[P], = >,P, + I,P, 



■ ■ + ».r. = 



l'equazione di nn sistema lineare od" {k<p~l) di forme dell'ordino m, ed 
T"' , . . . , Y'*' fr ponti indipendenti di uno spazio Sj_, di dimensione A:— l. 

Qnal'è il Inogo dei punti jn ciascano dei quali una forma del sistema [F], 
è tangente ad un ipcrpiano passante per lo spazio S^? 

Le prime polari dei punti Y''', di coord. y,''l , j/,''' , . . . , Vf+t^'K rispetto a 
tolte le forme del sistema [F]», generano k sistemi lineari di forme 



(2) 



'Syè.'^.%' 



>&'" 



8P,_ 



di specie (o dimensione) k e deti'ordine m— 1, proiettivi a] sistema (1), essendo 
corrispondenti tra loro una forma P* di [Pl^ e le £ prime polari dei k ponti 
Tl'J rispetto alla forma F*. 

Il luogo dei pani! per cui passano fttl forme comspondenti nei ft+l sistemi 
omografici fi) e (2), è una forma V, . , di equazione 






V ,„ 8P, 

-"/" "53?, 



^«-•"i ^yH 



"■^ dxj 



é dell'ordine {k + l)m~k, la quale è evidentemente il luogo richiesto. 
Essendo : 

^ dXj " 

si deduce elle il luogo V,, „ passa per i k punti Y''' , e quindi anche per 

L'J» 1 =**-< 
lo Bpnzio Sj,.,. 

Dunque : 

I. Dato in uno spazio Sp , di dimenaione p, un sistema lineare di forme [F]^ 
ài specie k e dell'ordine m, il luogo dei punti ia ciascuno dei quali una forma 
del sisleTTia [F]^ è tangente ad uh iperpiano che passa per uno spazio Sn_, a«- 

segniito ad arbitrio neW S^ è una forma V, , dell'ordine ik i-l)m — fc la 

L"l» > °k~t 
quale pasta per lo spazio S|,_,. 
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2. Si snpponga ora che le fc + l formo F,, , P, , . . . , P» (lìoeurmente indi- 
pendenti] del eistema [P]» sicno doia:e in nn ponto comune P di punti multipli 
dei gradi i", , r, , . , , , r^ rispettivamente, e di più olie le varietà Vo , V, , ... , V^ 
ordinatamente tangenti in P alle forme Pj sieiio generali ed indipendenti tra 
loro. 

Prendendo P come punto fondamentale (1,0,..., 0), l'equazione della forma 
F{, ordinata secondo le potenze decrescenti di a:,, sarà: 



,. (" X 



«„"' = 



essendo le «''' forme delle p variabili a;, , . . . , aip^., degli ordini indicati dai loro 
indici inferiori. 

Ciò posto, esaminiamo il modo di comportarsi nel punto P del Itiogo V. ^ 

corrispondente : 

tt) ad uno spazio S»_, passante per P ; 

^) ad uno spazio 8|,_, non passante per P, 
in ciascuna delle seguenti ipotesi : 



1) '■o < ♦'i < '"t < ■ • ■ < '•«-I < *■* 3) r„ < 7 

2) '-. = '•, = = *■»-.<»•» 4)ro=r 



Cobo a, 1). In quest'ipotesi assumendo per semplicitji come ponti Y'*' il 
punto P ed i fc- 1 punti fondamentali (0, . . ., 1, 0, . . . ,0), . . . , (0,0 , . . . , 1,0), 



0, . ■ . , 0, 1) l' equiizione del luogo V- 



preude la fon 



(3) 



(ra-r|,K»)ii:,"-V'+ ... (m-r,)ii,»la:,'*-'',-'+ (m-r,)»,» i,"",- 



Sic.; 



-^*+... 



l'onde si dednce ohe il luogo V,„i „ pass» per P con la molteplicità ro+r,+ 
1*^1» I »*_) 
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+ ... -t'r||-{i-l)=c^^, , f 2 (>). Effna gallando a zero il coefficiente della più alta po- 
tenza di X, , si ottiene l'equazione della varietà tangente in P al luogo. Quindi: 
II. & k + 1 forme, linearmente indipendenti, del sistema [F]„ hanno in un 
punto comune P punti multipli dei gradi rg , r, , . . . , r^ rispettivamente il luogo 



'W.,! 



corrispondente ad u» 8j„, passante per V ha in P un punto multi- 



(*) Per brevità indicheremo: con Oi^., ,j la somma di prodotti algebricamente 
distìnti dei 4 + 1 numeri r, — 1 , r, - 1 , . . . , r» — 1 presi a, j n j ia tutti i modi 
possibili, e con o\+, j la somma di prodotti l(rf^ — l)(r,-^ - 1) . . . (r,. — 1), essen- 
do I, , l'i , . . . , ij una qualunque combinazione con ripetizione dei A: + 1 numeri 
0, 1, 2, ...,£. I numeri o e o' soddisfano alla relasione : 



ove i per convenzione 0|,4.|,o = 1- 

Indicando invece con a'i,,., j ed «^^, j le somme di prodotti analoghe alle a\^f j, 
°k*\ j ^ relative ai numeri r^ , r, , . . . , r^ , i numeri a' e o', « e a son legati tra 
loro dalle relazioni : 
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pio del grado Cj+,_, +2. 

Caso ff, 1). Scrivendo per questo caso 1' equazione del luogo V[_i „ e 
della sua varietft tangente in F, si ricava immediatamente il teorema: i 

III. Nell'ipotesi del teor. precedente il luogo V. , , corrispondente ad \ 

uno spazio 8t_i nou passante per P, ha in P un punto multiplo del grado C|,^i,i+1 
ed atnmette come varitfà tangente ivi tZ luogo, residuale, delle generatrici di con- i 
tatto degli iperpiani tangenti alle varietà del sistema lineare, di specie k, indi- 
viduato dalle k + 1 varietà : 

a,. '"' as,''*"''» i , u^ l'J.^,''!;-''! = , . . . , n^ (*-'ix,'*"''*-i = , u^ '*> = 0, 

e passanti per lo spazio B^ ^ S|_, ■ P ; essendo : , 

Zi — un iperpiano qualunque per lo spazio S|^, , ed a, ''' =i Z« vamfd | 

tangenti in P rt«petttv amenze al/e k + I forme di |F]„ dottile ivi di punti Tf—pli. i 
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Caio a, 2). In questo caso il sistema [F]j è dotato in P di nn punto base 
multiplo secondo r per la sua forma generica, e contiena una forma Pj, avente 
in P un punto «—pio (r < s<, in modo clie le varietà tangenti in P alle singole 
foimo di [F]i coEtiiniscano a loro volta un sistema lineare di dimensione k—1. 
Esaminando la (3) dopo aver posto r^ = r, = . . . = rj,_, = r ed r^ = n , risulta 
che il luogo V, , ha in P un punto multiplo del grado kr + s~(k—l), 

ed ammette come varìetA tangente ivi quella definita dall'equazione : 
















la quale si spezza: nella varietà 



tang. in P alla forma V^ , e nella varietà luogo delle generatrici dì contatto de- 
gli iperpiani tangenti alle varietà del sistema lineare 

|V1»_, = i,ii^W + X,Ur/" + . . . + i».,t*r'*-" = 

e passanti per lo spazio Sj_,. Pertanto : 

rv. Be il nttema [F]^ ha in P un punto base T—plo, e contiene una forma, 
Pj, dotata in P di un punto B—plo (> i"., in modo che le varietà tangenti in P 
alle nugole forme di [F\ coetituitcano un aUtema liueare IV]^., di dimeniione 
k- 1, l'i luogo V, , „ , corrispondente ad uno spazio Q^^, passante per P, 

passa per P con la molteplidtù kr + s — (k — 1), ed ammette ivi per varieià tang, 
la varietà tang. in P alla F^ , e la varietà luogo delle generatrici di contatto 
degli iperpiani tang. alle varietà del sistema |V||,_, e passanti per lo spazio S)_,. 
Caso P, 2). Dal teor. Ili per r^ = «■, = ... = rj,_, = r ed r„ = «, abbiamo : 
V. Nell'ipotesi del teor. precedente il luogo V. , corrispondente ad 

uno spazio S»,, non pasamite per P, è dotato in P di w« puìito multiplo del 
grado kr + s — k, ed ha ivi per varietà tangente il luogo, residuale, delle gene 
ratrici di contatto degli iperpiani tang. alle varietà del sistema 

X,n^""a;,-^ + K^^'W" + ■-• + J^i-.nr'*""*»'"" + >*n.i*» = o 

e che passano per lo spatio S), s 8^., -P. 

VOL. xuu. 28 
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Per i casi a, 3) e ^, 3) si hanno teoremi analoghi a quelli ora enuncimi. 

Caao a, 4). Il sistema ]Y]^ abbia in P un punto base r-plo tale che le va- 
rietà tang. Ivi alle sue singole forme costituiscano un sistema lineare (Vj^ di 
specie k e dell'ordine r. In quest'ipotesi se nella (3) si sottrae dalla prima linea 
moltiplicata per «i-r la 2» moltiplicau per a;,, si vede che il luogo V, 
passa per P con la molteplìcit& {k+ l}r— (A:— 2) , 
gente Ivi quella di equazione 



, ed ammette per varietà tan- 



(4) 












..l'I 






cioè il Inogo delle rette comnnl a fe -f- 1 varielà corrispondenti nel ft + 1 Bistemi 
lineari proiettivi 



(6) 
(6) 



*o«,»,'" + i.»„i'" + • ■ • + li|«„,'*l = 






Ma Be tina retta S, 6 comune alle k varietà 



= 0. ((=-1, ... , t-1) 



S»y 



(0) « l^) = 



Iv 



dx-. 



(Ì=l,...,ft-1) 



corrispondenti nei k sistemi (6), l'ìperpiano tangente lungo la retu S, alla va- 
rietà IXjW «.^t^' = 0, passa per lo spazio S|,_, ; se la retta S, giace anche sulla 
varietà IXjt") Kp,/'' = 0, essa è osculatrice in P alla forma di \¥\ tangente in P 
alla lXj'-°> «r"' = ; è come dire che la (4) rappresenta il luogo delle rette oscn- 
latrici in P alle forme del sistema [FJt e generatrici di contatto degli iperpiani 
tang. alle varietà del sistema [Y};^ e che passano per lo spazio 8^^,. 

Concludendo : 

VI. 8e il siatema \F\ è dotato di un punto baee P multiplo secondo r i» 
modo che le varietà tang. in P alle tingale forme di [F]^ costituiscano un sistema 
lineare [VJi di specie k e dell'ordine r, il luogo V, , „ , corrispondente ad 
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uno ipazio S»_, paetante per P , ha in P «n punto multiplo del grado (k+l)r— {k— 2), 
ed i ivi tangente al luogo della rette asculatricì in P alle forme di [l\ e gene- 
ratrici di contatto degli iperpiani tang. alle varietà del aìatema |Y]^ e che pat- 
tano per lo spazio 8j_,, 

Cato '}, A). Dal teor. Ili per r^ = r, = . . . = r» = r, abbiamo : 

VII. Neil' ipoteti del teor. VI, il luogo V., , eorritpondente ad uno 

spazio Sj_, non pattante per P, ha in P un punto multiplo del grado (k+l)r— k, 
ed ammette come varietà tang. in P il luogo delle generatrici di contatto degli 
iperpiani tang. alle varietà del tiatema {V]/, e che pattano per lo tpaaio S|i=3j,_,-P. 

Per r = ], risalta : 

VII*. Il luogo V,„i „ patta, e templice mente, per la varietà bata del ti- 
itema [F]^. 

3. Ci proponiamo ora di deCerminaro, più in generale, il luogo dei ponti nel 
qanli lo furme dei sÌBloma [FJ^ sono tangenii ad iperpiani cbe passano per ano 
spazio Sjt.A '^i dimensione k t- h. U problema lo risolveremo per gradi: tratte* 
remo dapprima il caso di an fascio e di una rete di forme; ci sarb poi facile 
dedurre da questi, per induzione, il caso generale. 

Si cousidori dunque un fascio di forme 

(F) = (F.P,) 

dell'ordine ni, Sia iJ, una retta assegnata ad arbitrio nello spazio Sp e Q, , Qt 
due qualunque suoi punti. Si costruiscano i luoghi V, . e V, ^ (teor. I) 

relativi al fascio (F) e corrispondenti ai punii Q, e Q, ri ispettivamente. Le forme 
^fpl o *^ ^f»-ì ■ a P''*^'"'^ entrambe, e semplicemente, (teor. VII*) per la va- 
rietà, dì dimensione p - 2 e dell'ordine tn*, base del fascio (P), quindi esse si 
Bcglicnuino ulteriormente in una varietà V, , , di dimeosione p - 2 o del- 
l' ordine 

(2m - 1,» - m» = (am - l)(m - I) 

luogo evidentemente dei contatti di 1" ordine delle forme del fascio (F) con gli 
iperpiani cbe passano per la retta S, ^ Q,Q,. 

11 luogo V. , ("od il luogo V, , \ sega la retta S, nel punto Q, (o 

nel punto Q,) ed in altri im - 1 — l — 2(ik - l) punti, corrispondenti ad altret- 
tante foime del fascio taiigciiii ivi alla retta S, : la retta S, ha dunque comune 
col Inogo V^^j g^ 2(n.-l) punti. 

Di più la formai, , (') dell'ordine 'i(nt-I) luogo dì un punto i cui 



(') Cfr. la mia Notu: " Sul luogo di un punto bate eco. „. Rend. del R. lat. 
Lom. di ao. e lett. Serie II. Voi. XXXVI, 1903. 
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iperpiani polari rispetto alle forme del fascio (F) sì cagliano in ano stesso pnnto 
della retta S, , sega la base del fascio (F) , in nna varietà di dimensione p-3 
e dell'ordine 2m*(wi— l), luogo di punii i cai spazi Sp.» tangenti ivi alla base 
dì (F) tagliano la retta S,. Sia M un panto di questa varietà: gli Iperpiani tan- 
genti in M alle forme di (F) cosiituiscono un fascio avente per sostegno uno 
spazio Sp_i che sega in un punto la retta S,. 

L'iperpiano Sp_, ^ Sp.i-S, , individuato dall'S,,.» con la retta S, , come ap- 
partenente a questo fascio, è tang. In M ad una forma di (F) ; il punto M, e 
quindi tutta la varietà fn cui la ¥. i ^^S^ '^ ^^^^ ^i i^i > gia<:e sul luogo 

V) , 8,- 

Dunque : 

Dato un fascio di forme dell'ordine m, il luogo dei contatti del l" ordine 
delle forme del fascio coti gli iperpiani che paatano per una retta 8, , I trna va- 
rietà, Y, > o j di dimeneione p — '2 e dell'ordina (m — l){3in— l), la ffuole in- 

\'/ 1 si 
cantra la retta S, in 3(m — 1) punti e sega la base del fascio in una varietà di 
dimensione p — 3 e dell'ordine 2Ta\m— 1). 

4. Suppongasi ora che il fascio (F) possegga in nn punto base P la molte- 
plicità generica T^ , e contenga una forma F, dotata ivi di un punto r, — pio 
(>r,}, Inoltre le varietà V, e V, tang. in P alla forma generica F, di (F) ed 
alla forma F, sieno generali ed indipendenti tra loro. Esaminiamo il modo di 
comportai^i nel punto P del luogo Vr. coirispondente : 

a) ad una retta S, passante per P, 
^) ad una retta S( non passante per P, 
nelle dne Ipotesi 

1) r, <rt ; 2) r, = r». 

Caso, a, 1). Indichiamo con Q un punto qualunque della retta S, diverso 
da P : i luoghi V, , "^ ^z i « > corrispondenti ai punti P e Q, hanno in P 

(F) , P ('))<* 

ponti mnltipli dei gradi r, + r^ ed r, 4 r^ — 1 rispettivamente (teor. Il e III) , 
mentre lo stesso punto b multiplo secondo r^r^ per la varietà base del fascio (F). 
Poiché la completa intersezione delle due forme V,_,i „ e V,„, si scinde 
nella base di (F) e nel luogo V, , , ai deduce. 

Se un fascio di forme è dotato in un punto base della molteplicità gene- 
rica r, e contiene una forma avente in P un punto r^—plo (> r,) , il luogo 
V , , corrispondente ad una retta S, uscente da P, passa per P con la mol- 
teplicità (r, + rj{r, + r, — 1) - r,ri = a', ,, t 29,^ + 1, 

Caso p, 1). I luoghi V, . e V, , corrispondenti a due punti qual- 

siansì della retta S, , passano entrambi per P con la molteplicità r,+ri-l=(j,_,+l 
(teor. Ili), ed hanno ivi per varietà tang. comune: !■> la varietà, d'ordine r,r,, 
intersezione delle due varietà V, e V,; 2° il luogo, residuale, delle generatrici 
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di contatto degli iperpiani tang. alle varictA del fascio C^i -it. ' > V^) condotti 
per la retta S, , essendoli un qualunque iperpìano pel piano Sj = S, -P. Sic- 
come la completa intereezione delle due forme V,_, - e V, , si spezza 
nella Tar!ei& bBEe di (Pi e nel luogo V. , , si conclade : 

Nelle ipoteti del leor. precedente il luogo V- , , corrispondente ad nna 

retta 8, non uscente da P, An (n P un punto multiplo del grado o» , ti;'— r,r(= 
',', , + fl,_, ed ammette per varietà tang. ivi il luogo, residuate, delle generatrici di 

contatto degli iperpiani tang. alle varietà del fascio {v,-* ' ^t) ec**P<"- 

tono per il piano S, = S, ■ P. 

Caso a, 2). In qaesto caso i Inogliì V, ^ ^ V, , „ hanno iu P punti mnl- 

tipli dei gradi 2r + 1 e 2r - 1 rispett. (teoremi VI e VII) ed ammettono per va- 
rìet& tang. comune: 1° la varietà base del fascio (Y, , Y,) ; 2<> la varietà luogo 
delle rct(« osculatrici In P alle forme del fascio (F;, e generatrici di contatto 
degli Iperpiani tang. alle varietà del fascio (7, , 7,) e ohe passano per la retta 
S,. Segue da ciò la proposizione: 

Se un fascio di forme è dotato in P di un punto base r-plo tale che le va- 
rietà tang. iin alle singole forme del falcio costituiscano a toro volta un fascio 
(7,7^) dell'ordine r, il luogu W, , corrispondente ad una retta 6, passante 

per P, ha in P un pvnto multiplo del grado (2r+ l)(2r—l)-r"=3i-*-l, ed ammcHe 
per varietà tang. ivi iì luogo delle rette osculatrici in P alle forme del fascio e 
generatrici di contatto degli iperpiani tang, alle varietà del fascio (7j7j) e pas- 
tanti per la retta S,. 

Caso ^, 2). tUsnlta dal caso ^, I) per r,=r^; onde: 

tfell'ipotesi del teor. precedente il luogo 7,_, corrispondente aduna retta 

S, che non passa per P, ha in P un punto multiplo del grado i'2r — 1)* — r* = 
(r-l)(3r— 1), ed è iei tang. al luogo delle generatrici di contatto degli iperpiani 
passanti per il piano S, = S,-P e tang. alle varietà del fascio (7,7,). 

5. Nello spazio 8, siano dati: una rete di forme dell'ordiDe m 

[PI = IP, , F, , P,] 

(ove F, , F, , F, sono tre forme linearmente indipendenti della rete), ed un piano 
S^; qual'è il Inogo del punti di contatto dcgil iperpiani tangenti allo forme della 
rete \F\ e che passnno per il piano S» ? 

Sia Y un punto assegnato ad arbitrio nel piano S|, ed P,» una forma qna- 
lanqoe del fascio (FiP,). La forma F,* con la F, individua un fascio (P,P,*) 
contenuto nella rete (P], ed il punto Y insieme al fascio (P,F,*) determina una 
forma 7 p •) y *^""^' ^' "^«"'ordine 2i» - l, luogo dei punti di contatto de- 
gli iperpiani tang. alle forme del fascio (F,F,*; e passanti pel punto T. Al va- 
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riare della forma F,* nel fascio (t'^jF,), 1 fasci (F,F,*) esauriscono tutti i fasci 
della rete [P) che hanno in comune la forma F, , ed i luoghi V, ,, descri- 
vono a loro volta un fascio di forme dell'ordine 2m - l. Due forme qaalslansi 
di quest'ultimo fascio si segano nella varietà, di dimensione p—2 e dell' ordine 
m{m ~ 1), luogo del punti di contatto delle tangenti tirate dal punto Y alla forma 
F, , ed in tin'aitra varietà residua W , di dimensione p - 2 e dell'ordine 

{2m - 1)* - m(m - 1) = 3in{in - 1) + l 

luogo di punti i cui iperpianì tangenti ivi a, due, e però ad infinite forme della 
rete [F] passano per Y. 

Oi& premesso si consideri una retta qualunque S, del piano S^ tirata per T, 
e si co&traisca il luogo V, , (teor. I) dell'ordine 3ni-2, relativo alla rete [F] 

e corrispondente alla retta S,. Quando la rotta S, descrìve nel piano S, il fa- 
scio di centro Y, le forme V, , corrispondenti generano un sistema sempli- 
cemente infinito che rappresenterò con (V. , \. Dico che per un punto qua- 
lunque A dello spazio Sp passa una ed una sola forma del sistema (V, -. \. In- 
fatti gli iperplani tangenti In A. alle forme della reto (F] che passano per A, 
costituiscono un fascio avente per sostegno uno spazio S^,., a p - 2 dimensioni, 
il quale sega il piano S| in un unico punto M. Il luogo V, . corrispondente 

alla retta S, ^YM è Tanica forma del sistema /V,, "i che passa per A: il 

detto sistema è dunque un fascio. 

81 prenda ora sulla varietà W un punto qualunque M; il fascio di iper- 
plani tangenti in M alle od' forme della rete [P] che passano per M ha per trac- 
cia sul piano 8f il fascio di raggi dì contro Y; 6 come dire che il punto M, e 
quindi tutta la varietà W , fa parte della base del fascio (V, ■ V Due for- 
me generiche del fascio (Vr , i sì lagneranno allora nella W , ed ulterior- 
ì p — 2 e dell'ordine 

(3m - 2)* - [3m{m - l) + \] = (m - 1){6j» - 3) 

luogo evidentemente dei punti di contatto degli iperpìani tangenti alle forme 
della rete [Fj e che passano pel piano Sj, 

11 piano St viene tagliato da una forma qualsiasi del fascio /Vr . \ nella 
retta passante per Y a cui corrisponde, ed in una curva dell' ordine 

3m - 2 - 1 = 3(m - 1) 

luogo dei punti di contatto del piano Sj con le forme della rete [F] ; tale curva 

sta dunque sul luogo V, ^ „ • 

L'J I ^ 
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Inoltre la forma T., , dell'ordine 3{w»~l} (') luogo di un ponto i cai 

iperpiani polari rispetto a tutte lo forme delia rete [F] si tagliano in nn inedo- 
simo punto del piano S, , sega la bjiae della rete ]P] in una varietà, di dimen- 
sione p — i e dell'ordine Bm\ni— 1], la quale, come è facile convincersi, sta 
intta sai luogo V, , „ . 

Biassnmendo : 

Data una rete di forme [F| dell'ordine m, il luogo dei contatti del t" ordine 
delle forme della rete con gli iperpiani che passano per un piano à^ , scelto co- 
munque netl'S,, è una varietà Vr i „ . "i* dimensione p - 2 e dell'ordine 

(m - l)(6m - 3) 

la quale viene incontrata dal piano S^ in una curva dell'ordine 3(m— 1), e taglia 
la base della rete in una varietà di specie p — 4 é dell'ordine 'òm\ui ~ 1). 

6, La rete [F)^[F|r,FJ possegga in P un punto base maltiplo secondo r^ 
per la sna forma generica, contenga un fascio IF^Fg] dotato ivi di un punto 
f,-plo, e nel fascio (F^F,) sia contenuta ann forma F, avente in P nn panto r,— pio. 
Investighiamo il modo di comportarsi nel punto P del luogo V, , corrispon- 

dente. 

a) ad an piano S, passante per P, 

^) ad un piano S^ non passante per F, 
in ciascana delle seguenti ipotesi : 

1) r,<r,<rg ; 2) r,=r,<rj ; 3) »",<»•,=»■, ; 4) r,=rt-ri. 

Tenendo prcaente il modo di generazione del luogo Vj. , e gli enanciaii 
dati sul modo di comportarsi nel punto P dei luoghi V - *\ y ^ V, , , cor- 
rispondenti ad un panto e ad nna retta del piano S^ rispettivamente, sì ricava 
facilmente li teorema : 

8e F, , F, , Fj sono tre forme linearmente indipendenti di una rete [F], do- 
tate in un punto comune P dì punti multipli del gradi r, , r, , r, ioli che le va- 
rietà V, , V, , Vj tangenti in P alle forme P, , P, , Fj sieno generali ed indipen- 
denti tra loro, allora: 

Caso a, 1), Se r, < r, < r, ?7 luogo Vr , „ , corrispondente ad un S. pas- 
l^J > °t 
sante per P, ha in V un punto multiplo del grado o',_, + 2oj_, + 1. 

a, 2). Se r, = r, < r, di guisa che le varietà tang. in P alle singole forme 
della rete [F] costituiscano un fascio (V,V.), dell'ordine r, , il luogo V, -, „ 
corrispondente ad un piano uscente da P , passa per P con la molteplicità 



V. ]. 
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(r, - l)(3r, - 1) + r,{2r, + r,- 2) ed è ivi tangente: lo alla varietà luogo delle ge- 
neratrici dì contatto degli iperpiani paeeanti pel piano 8^ e tangenti alle varietà 
del fascio tV,V,); 2° all'i atereeeìo ne della varietà V, col luogo, residuale, delle 
generatrici di contatto degli iperpiani tirati pel piano Sj e tang. alle varietà 
della rete 



["'"^T'^'^r''^-] 



eneendo U un iperpiano gualunque pel piano 8,. 

a, 3). Si ha un enuvciato analogo al precedente. 

a, 4). Se r, = r, = r, = r m modo che le varietà tangenti in F alle singole 
forme della rete (F) coetituiecano a loro volta una rete [V,ViVi] dell' ordine r, 
il luogo Vr , corrispondente ad un piano 8, che patta per P, ha in P un 

punto muHiplo del grado 6r' — 3i' — 1 ed ammette per varietà tangente ivi il luogo 
delle rette otcuìatrici in P alle forme della rete \V] e generatrici di contatto de- 
gli iperpiani tangenti alle varietà deUa rete [V,V,V|] e pattanti pel piano 8^. 

p, 1). Nell'ipoteti del caso a, 1) il luogo^r •, ^ , corrispondente ad un piano 
8| non pattante per P, ha in P un punto multiplo del grado q',^ + a,j , ed è 
ivi tangente al luogo, residuale, dei contatti del 1" ordine degli iperpiani che 
passano per lo spazio 8j = 8fP con le varietà della rete 

[v,n^'>-\v.n._'-\v.]. 

§, 2) tì p, 3) si dedacono dal precedente per r^=:r^ oppure r^ = ry 
P, 4) Nell'ipoteti del caso a, 4), il luogo Vr , corrispondente ad un pia- 

no 8, che non passa per P, ha in P un punto multiplo del grado (r-l)(6r-3), 
ed ammette per varietà tangente ivi il luogo delle generatrici di contatto delle va- 
rietà della rete {VfV|Y}] con gli iperpiani che passano per l'S^. 

7. I) luogo del punti di contatto degli iperpiani tangenti alle forme di no 
sistema lineare aci*~> e che passano per uno spazio S),_t sia una varietii 
Vf-i „ a p — 2 dimensioni e dell'ordine 

troviamo l'ordine e la dimensione della varieift luogo dei punti In ciascuno dei 
quali una forma del sistema lineare [F]^ , di specie le e dell'ordine m, 6 tangente 
ad un iperpiano che passa per uno spazio S^ dell'Sp. 
Siano 

Po , P, , . . . , F» 

k+ l forme linearmente [adipendenti del sistema [h\, ed S)_( nn qualunque 
spazio di specie k — 2 contenuto nello spazio assegnato Sj^. 
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Il élstema lineare di specie A; — 1 



, n-.FV,! 



al variare della forma F*i,-i ^^^ fascio (F„^,F],) esaurisce tutti i sìslcmi analoghi 
coDteooti nel dato e che banno in comune lo •»*'* forme del sistema 

(2) IFo , . . . , F»_,l. 

Lo spazio Si, col sistema (1) iDdividua un luogo V*|-„, dell'ordine 

km--(k—l) fteor. 1); variando la forma F*»., nel fascio (P^_,F^), i luoghi 
V», 1 o descrivono un sistema BempUcemente infinito (V*r , \ del 

• l'J»-l > »»-S V l'J*-l 1 »t-l' 

quale si dimostra facilmente la linearità. 

Due forme qnatsiansi del fascio fV*\„, o "1 ^i segano nella varietà 

V, , ^ (ohe per ipotesi è dell'ordina {»» - l)!^*)"*- (*^ 2^ ^)] « della di- 
mensione p — 2J, ed in un'altra varietà W della stessa dimensione p-2 e del- 
l' ordine 

(im-(l-l))'-(m-l)[(|)»i-('j')] 

luogo di an punto i cui iperplani tangenti Ivi a due, e quindi anche ad infinite, 
forme del sistema [PJ^ passano per lo spazio S».,. 

Freso ora nell' Sj^ un Sjt_, passante per l'S^., considerato, si costruisca il 
luogo ¥,_, „ relativo al sistema IFL e corrispondente allo spazio 8j_, 
{teor. I). 

Il luogo Y(„, , che è dell'ordine (k + l)m - k, contiene tutta intera la 

1*^1* > »»-! 
varietà W_ . Infatti siano: F ed F' due dello oo' forme del sistema [F]j I cui 

iperpiani tang. in un punto M di W„ contengono lo spazio Si,,, : N un ponto 

deirSi_, non situato nell'S^., ed F la forma del fascio (FF') tangente in M alla 

retta MN. L'iperpìano tangente in M alla forma F contiene lo i>piizìo 

il punto H e di conseguenza tutta la W sta dunque sulla forma V, ^ „ ■ 

È facile provare che i luoghi Vr . , relativi al dato sistema e cfirri- 

Bpondeutt agli S^,, di S^ che passano per queir Sj^., costituiscono un fascio di 
forme ^V, . \ dell'ordine (t + l)m — k, la cui base si scinde nella W^ 

VOI-, xran. 2» 
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[Cl+l>»-l:]M»'»-(t-l)JM{>»-l)[(2)™-('2')]=(™-l)[('j'')<»-('5')] 

ciascun punto della quale è punto di contatto di una forma del sistema [FJn con 
un iperpiano passante per io spazio Sj,. 

Una forma generica del fascio (Vr , \ taglia lo spazio S^ nell' S,_, a 

cai corrisponde, ed ulteriormente in an& varietà di dimensione k—l e dell'ordine 

(fc-f l)m - k- l = {k + l)(m - 1) 

luogo dei punti in cni lo spazio S^ 6 toccato dalle forme del sistema jF]^; tale 
Tariet& sta qtiindi sul luogo V, , . 

Inoltre la forma T, , , dell'ordine (ft + l)(m — 1) {'), luogo di un punto 

i cui iperpìani polari rispetio a tutte le forme del sistema [F]j si tagliano fn 
nno stesso punto dell'Si, , sega la bose del sistema [P]) in una variel& dell'ordine 
{k + i)m^*\m — 1) e della dimensione p — k — 2 la quale pure giace sul luogo 

Concludendo : 

Dato un aiatema lineare di forme {F\^ di specie k e dell'ordine m il luogo 
dei punti nei quali le forme del sistema [Fjj, stmo tangenti ad iperpiant che pos- 
tano per uno spazio Sj, è una varietà V. . di dimensione p-2 e dell'ordine 

ea quale incontra lo spazio 8^ in una varietà di dimensione k — 1 e dell'ordine 
(k + l)(m - 1), e taglia la base del sistema [F\ in una varietà di specie p— k-2 
e dell'ordine (k + l)m*+'(m - ). 



6. Kelle ipotesi del n.o 2 esaminiamo il modo di comportarsi nel punto P 

del luogo V, , corrispondente : 

I^^J» > 8* 
a) ad uno spazio Sj, passante per F ; 
f) ad uno spazio S^^ non passante per F. 

Caso a, I). In quest'ipotesi il fascio (V*. -, 1 è dotato in P della mol- 

*. l'^Jt-l p 8»_,^ 

teplicità generica Oj-i.i + Cfn-t — 1)+1(') (teor. Ili) e contiene una forma [quella cor- 



(') V. U mia nota citata. 

{') Ove le somme o'j^_, , , Ok_|,i son relatire ai numeri r^ , . . 
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rUpondcnte alla forma F^ del fascio (F|i_,F;t)] evento in F un pnoto mnltlplo 
del grado c^., , ^ (''« ~ i) ^ J = Supposto che il luogo dei panti di contatto degli 
Ipcrpiani per rSj,.| con lo fonae del slBtemft (2) passi per P con la molteplicità 
o'i , , + Oj , , , allora la W , ulteriore intersezione di due forme del fascio 

(V*r -, V avrit in P un punto multiplo del grado 

\ ['ik-t > ^k-t' 

Similmente il fascio (Y, ^ 1 ha in P la molteplicità generica 9)^., , 

(teor. Ili) e contiene una forma (quella corrispondente airSj_, = St_cP) dotata 
in F di un punto {o^^., , 4 2)-plo ; la base di questo fascio passerà allora per F 
con la molieplicità (c„^, , h t)(?it4i i + 2). Poiché detta base si compone della 
W e del luogo V. , , ne viene che quest'ultimo dovrà passare per F ed 

aver ivi nn punto multiplo del grado 

Quindi : 

NeU'ipoteti del teor. JI il luogo V,^ corrispondente ad uno npazio Sj, 

patisanle per F, ha in P un ptinto multiplo del grado o'»+i,( -f 20(+, , + 1. 

Caso a, 2). Sì supponga che la varietà V, , {a." 7) relativa al sistc- 

ma {2) e corrispondente ad un &^_^ non passante per F, sia in questo caso do- 
tata in P di un punto multiplo del grado {''— lìKo)*" - ( "Z )l' ^ '^^^ *•>** 
metta per varietà tangente ivi il luogo delle generatrici di contatto degli iper- 
pìani passami per r8t_,^8„_t-P e tangenti alle varietà del sistema 

(VoV, . . . V»_,] 

costituito dalle varietà tangenti in P alle forme di (2). 

Allora lenendo presente ì teoremi IV e V, con le solite considerazioni si 
deduce : 

Nell'ipoteti del teor. IV il luogo Vp-i , cornapondenie ad utw spazio S» 

pattante per P, è dotalo in P di un punto multiplo del grado 



'.'■-')[[^i ')r-(2)]+»(kr>3-k) 



ed ammette per varietà tangevte ivi: 1° il luogo delle generatrici di contatto de- 
gli iperpiani jiattanti per l'S^ e tang. alle varietà del sùtema, di epecie k-1 e 
dill'ordine r, costituito dalle varietà tang. in F alle forme di (Fj» ; 2° l'interge- 
iione detta varietà V^ , tang. in P alta forma di [F]» dotata di un punto s-j^o 
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[> r), col luogo, residuale, delle generatrici di contatto d^lle varietà del aigtema 



^•V "^.-.V"' ■'*''] 



cu gli iperpiani che passano per lo spazio S». 

Per il caso a, ^i) si ha un enanciato analogo a quello ora dato. 

Caso a, 4). In questo uaso, dall' ipotesi ammessa sul modo di coraponarsi 

noi punto P del luogo V, , , e dai teoremi VI e VII riaalta : 

l*^J»-t t "A-l 
Nell'ipotesi del teor. VI il Itiogo V^ . , corrispoadenU ad uno spazio 8j| 

condotto per P, passa per P con la molteplicità 

ed ha per varietà tangenti ivi il luogo delle rette osculatrici in P alle forme di 
[F]^ e generatrici di contalto degli iperpiani condotti per l'S^ e tang. alle varietà 
del sistema di specie k generato dalle varietà tang. in P alle forme di [Fj^. 

Caso p, 1). Dal teor. Ili abbiamo : 

Nell'ipotesi del teor. Ili il luogo V, , , corrispondente ad un S^ non pas- 
sante per P, ha in P un punto multiplo del grado a\^f i+'^t+ì.i i ^d ammette per 
varietà tangenti in P, il luogo, residuale, delle generatrici di contatto degli iper- 
piani che passano per lo spazio S„^,^S^-P e che sono tangenti alle varietà del 
sistema 

I casi p, 2) ; p, 3) ; ^, i) si deducono dal precedente ; in particolare per 
r^ = r, = ...=»•»= r, abbiamo : 

Nell'ipotesi del teor. VII il luogo V,_, _ , corrispondente ad un S» non 

['ìk 1 8j, 

passante per P, ha l'i P un punto multiplo del grado 



<'-')ie.>-(M'}] 



ed ammette per varietà tang. ini il luogo delle generatrici di contatto degli iper- 
piani passanti per ('S^+, ^SfP e tangenti alle varietà del sistema formato dalle 
varietà tangenti in P alle forme di [FI». 

9. Si supponga da ultimo che il luogo dei punti in cui le forme del sisteina 
[F],t Bono tangenti ad iperpiani die passano per uno spazio Sd^,),., , sia anavn- 
rietà di dimensione p — h — l e dell'ordine 
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la qnale abbia in cornane con lo spazio S^^^_f una varìetA di dimensione k—l 
e deli'ordine ( t ](m — I)'' ; ei tuo) trovare l'ordine e la dimensione della va- 
rietà Inogo dei contatti del l^ ordine delle forme del sistema [F]^ con gii iper- 
piani che passano per ano spazio 8k*h a A: + A dimensioni. 
Indicliianio con 
Si/j-M-t ttno spazio a k-hh-l dimensioni contenuto nello spazio asse- 
gnato Sj+j ; 

Q un punto qualunque deirSj,^fc non situato nell'8»4^_, ; 
S^^, uno spazio n fc - 2 dimensioni fissato comunque nelI'Sk,;^.,. 
E costroiamo 
lo) La varietà W (n.° 7) luogo di un punto i cui ipcrpiani tangenti 
ivi ad ce' Torme del sistema [F]x passano per lo spazio Sj^-iì 

20) La varietà f'ii-ii _ (') della dimensione p-h-2 e dell'ordine 



cnnny-'"'" 



luogo di un punto i cui iperpiani polari rispetto alle forme del sistema [Fj^ in- 
contrano l'Sj^,»^, in un medesimo 8^,, che ha un punto comune con I'S»_, ; 
30) La varietà ''jj_i^ ('» della dimensione p — k e dell'ordine 

luogo di an punto tale che i suol iperpiani polari rispetto alle forme del si- 
stema [F]„ segano l'S|,^j,_, in un medesimo Sn-t* 

È chiaro che la varietà '"[»_i] „ sta tutta sul luogo ''[n_i] „ ; dico 
che essa sta anche sulla W 

Invero le forme di [Fj^ che passano per un ptinto M di ''"[*— 1],8._.) costi- 
luiacoQo an sistema lineare a>*^' ; gli iperpiani tangenti in M allo forme di que- 
sto sistema, e che formano a loro volta un sistema lineare della stessa dimen- 
sione it - 1, si segano tutti in uno stesso S^_, c''e ha un punto comune con l'Sj^.i 
cioè tali iperpiani passano ttttti per an medesimo punì» deirS;t-r Poiché per k~2 
punti qualunque dello spazio S^., passa ana semplice infinità di questi iperpiani, 
si conclude che per M passano od' forme di [F]^ i cui iperpiani tangenti in H 
contengono lo spazio 8».» ; la varietà ^'i[n— n , s»_. sia dunque sul luogo W 

contenenti entrambi le varietà T' „ do- 



(*) V. la mia nota citata, teoremi Vili e IX. 
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vranno secarsi in una varietà residua W , di dimensione p — A - 2 e del- 

l' ordine 

la quale può chiaramente definirsi il luogo di un punto per cui passano od' for- 
me del sistema [Fl^^ tali die i loro iperpiani tangenti ivi si segano secondo Dn 
medesimo S^.^., (per l'S»,,) dello spazio S,,^.^.,. 

Ciò pccmesHO si costruiscano le varietà V, , e Vr i dello dimen- 

Bionl p — l e p — h— \ e degli ordini: 

*(™-.,+» ed (™-.)'[(':ìi')»-a:;)], 

rispettivamente luoghi dì punti in ciascuno dei quali una forma del sistema ]F], 
tangente ad un iperpiano passante per gli spazi Sj^., ^S^^^Q ed S^^.^.,. 

È facile dimostrare die i due luoghi Vp . e Vr , passano en- 

trambi per la varietà W , 1' ulteriore loro Intersezione sarà ana varietà 

Vf»i _ di dimensione p-h — i e dell'ordine: 

L*^lll.o»*A 

(™-')'[aY')™^(K)][':"--')H-(T)'"'-''i>"'-''-')r- 

-M(^)"-(';')l]Kn')(r4)(—)-- 

che è il luogo dei punti di contatto delle forme del sistema [PU con gli Ipe^ 
piani ad esse tangenti e che passano per lo spazio S^^„^9t4h-i Q- 

Infatli se Y, , . . . , Yj_, sono k — I punti indipendenti dello spazio Sj_, , ed 
K è un punto qualsiasi della varietà Vr . , nel sistema [F]» esiste una ed 

una sola forma F tangente in M alle k- 1 rette MYj. 

L' iperpiano tangente In M alla forma F , per la deflnlzioue dei laoglii 
^iB-1 « ' ^iwl « ' dovrà passare per gli spazi S*_, = S»_,. Q ed 8,+^., , e 

quindi anche per lo spazio Sj^^^S»^^.,. Q. 

Il luogo V. , incontra lo spazio S^^i, in una varietà di dimensione 

ifc- 1 e dell'ordine (m- !)''[{* t + t *)"*" (h+ l)l ' '^*'° **' 8P«2=5»- "e"* ^=»- 
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Tìclk dell' online ( , }(^ ~ 1)^1 che per eupposto In V, , hacomune 

con lo spazio S;,^^_, h cqì corrispondo, ed in una varietà residaa dell' ordine: 

("-')'[(';r/)-a:i)i-ei')("-""=et't')"»-"'" 

in ciascnn ponto della qnale una forma del sistema [F]^ it tangente allo spa- 
zio Si.!. 



iQOgo di nn ponto 1 cnl Iperpiani polari rispetto alle forme del aiatcma [FJ^ sì 
tagliano in on medesimo Sj, dello spazio 8,^^^ , sega la base del sistema [F]^ 
in una varietà a p — k— h — 2 dimensioni e dell'ordine ( t ,f ) m**'{m— 1 )*''"' 
la qaale sta tntta sul luogo V. -i g 

Riassumendo: 

Vili. Dato un sistema lineare di forme {FJi^ , di specie k e dell' ordine m, 
il litogo dei punti in ciascuno dei quali una forma del sistema è tangente ad 
un iperpiano passante per uno spazio Sj^-ha ^ k + h dimensioni è una varietà 
V, , di dimensione p — h — 2 e dell' ordine 

la quale incontra lo spazio S^^i^ in una varietà a k — 1 dimensioni e deli' or- 
dina { h f I )(>° ~ U^^* t ^ '^fo ''> ^"'^ ^^^ sistema [FJ^ in una varietà di 
specie p-k — h-2 e deW ordine (^ jj" ^ ^ ^ ) m*-*' (m - 1)*+'. 

10. Andiamo ad investigare nelle !t:otes[ del n. 2 come si comporta nel punto 
P il luogo Vf„, corrispondente: 

a) ad uno spazio S„^a P&ssante per P; 
^) ad tino spazio 8^^.^ non passante per F. 

Tenendo presente il modo di comportarsi nel punto P del luogo W_ , „, 

»*— 1 ("• °h 
e ricordando: 

passa per P con la molteplIcit& o'k^^ e che 



(') y. la mia nota citata teor. VITI. , 
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ha pei' varietà tangente in P il luogo delle rette i cui Iperpiani polari rispetto 
alle varietà Vj (n, 2) si tagliano in uno stesso S^_, dell' S,^.;,., ('}; 

2.'> che !a varietà T' ('j ha in P uu punto multiplo del grado 

y (— I)'<j'jin,d-i-j0t,.i,i4.j e che ammette pei' varietà tangente in P il luogo delle 

rette i cui iperpiani polari rispetto alle varietà Vj (n. 2) Incontrano rSt.jj,_, in 
S(,_r che hanno un punto comune con l'S»_,; 



e che ha per varietà tangente in P il luogo residniile, delle rette i cui iperpiani 
tangenti ivi ad <x' varietà del sistema: 

(a) fvon'*-''» v,_,n''*-'*- , vj 

si tagliano in uno atesao 8n+(,_j immerso neirS^^^, e passante per l'8jt_,. Ci& 

posto si supponga che il luogo Vr , , corrispondente alI'Sk^iL., <cbe non 

l*'i*,B»tji_i 

passa per P) abbia in P la moltipllcità <^i,+,^,., + °'i,^t,k ^ st* 'v' tangente al 

laogOj residuale degli iperpiani per l'Sj^^., o tangenti alle varietà del sistema a); 

allora: 

Cato a, 1). Tagliando la Y,„, con la Vr ^ , corrispondente allo 

spazio Si,_. ^S]t_,'P, risalta (teor, II) ohe il luogo V, , „ è dotato in P di 

L»l *,=»♦* 
un punto multiplo del grado: 

(-0 

dunque: 

IX. NeU'ipoUrì del teor. IJ il luogo Vr_i ^ corritpondente ad uao epa- 



V. la mia nota citata — teor. Vili. 
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210 8|^n pattanU per P, ha in P un punta multiplo del grado: 

»'.*.,»« + 2«'.+.j,ti + »'w,,» = ìi(- 1)' (' i *)«■....,«-, (•)■ 

Cato S. I). Tagliando invece la Vr , . con la varietà V,„, corri- 

spondente ad nn Si. non passante per P , si ha cbe II Inogo Vr , passa 

per P con la molteplicità: 

fc-t 

= 2j(~l)''''»*M+»-*''*+".H-f*'^'»+»Ati=*'*+i;it^t+°'*+t^tt = 

"^ 
e quindi: 

X. NeUfipoteii del teor. Ili, il ItiiOgo V, , coTTÌ»pondente ad un S^^.^ 
non pattante per P, è dotato in P di un punto multiplo del grado 

ed ha per varietà tangente ivi il luogo residuale delle generatrici di contatto de- 
gli iperpiani tangenti alle varietà del tietema a) e pataanti per lo tpazio 

8t+»+i=Sj^j,'P 

Cato a, 2). Dal n. 8 esso P, 1} per »■„ = r, = . . . = r^ . , = »■ ed r» = «, e ricor- 
dando li significato geometrico delle varietà tangenii in F ai laogrlii V. , „ 
(teor. IV) e Vr , , abbiamo: 

XI. NeW ipotesi del teor. IV, il luogo V,. _, , corritpondenie ad uno spa- 
zio Bit+it paxKinie per P, ha in P un punto nmlliplo secondo: 

('-«"•[(\*n'>-a:s)]-i<-"^*'^i[Ct>-ei"')]<-""-'"-"'i 



(') V. pag. 3 nota. 
TOL.' zun. 
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td ammette per varietà tangento in P: 1° il Ivogo delle generatrici di contatto 
degli iperpiani per lo spazio S„^^ e tangenti alle varietà del ligtema , di epecie 
k — 1 , costituito dalle varietà tang. in ? alle forme di [¥],, ; 2° l' intersezione 
deUa varietà tang. in P alla forma di [F]^ dotata di un punto s-plo (> r), col 
luogo, reMduale , delle generatrici di contatto degli iperpiani tangenti alte varietà 
del sistema: 



[voT=;;'^ 



, V,!:*^ ,..., V»_,b'~' , Vj 



e passanti per lo spazio Sj^f,. 

Caso a, 3). 81 ha na enunciato analogo al caso a, 2). 

Caso a, 4). Con le aolite considerazioni (teor. VI) si ricava: 

XH, Neil' ipotesi del teor. VJ il luogo V. , , corrispondente ad un Sb^.^ 

[^Infili** 
uscente da P, ha in P la moltiplicitài 

('-)-[e:ir)-e;:?')]-^<'-')'[etn')-(n;)] 

ed ammette per varietà tangente ivi il luogo delle rette oseulatrid in P alle for- 
me di [FJjt , e generatrici di contatto degli iperpiani per t' B^^^^ e tangente alle 
varietà del sistema di specie k formato dalU varietà tangenti in P aUe forme 

I casi ^ , 2) , ^ , 3) e ^ , 4) bì deducono immediatamente dal teer. X; In par- 
ticolare per ro =)•, = ■ = r» = r , abbiamo: 

XIU. Nell'ipotesi del teor. VII il luogo V,„, „ , corrispondente ad uno 
spazio Sjt^A "<^ passante per P, passa per P con la moltiplicitài 

k + h + i\-| 



('-')'ier.t^)'-etu 



ed ha ivi per varietà tangente il luogo delle generatrici di contatto degli iperpiani 
per lo spazio Sj,^,^., ^8j.,^-P e tang, alle varietà del sistema di specie k gene- 
rato dalle varietà tang. in P alle forme di [F\^ 

li. Dal teor. VUJ per h=p'-k — 2 , abbiamo: 

Il luogo dei punti di contatto degli iperpiani passanti per un Sp^ e tan- 
genti alle forme di un sistema lineare [F\^ di specie k e dell' ordine m , i una 

varietà Vr„, di dimensione k e dell'ordine: 

l'ìkfip-t 

(■»-')--[©- (£-1)] 

la quale sega lo spazio Sp_, t» una varietà di dimensione k — 1 e d«W ordine 
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/P^M(m - 1)*" ', ed incontra la base del aistema [FU in (^ ^ Mm*+'(m - 1)1"»-' 
panii. 

n Inogo Vr . taglia un Iperplano qualuoque per lo spazio S- . in ana 

Tarietà di specie k-1 e dell'ordine (™ — J)*^'' [{?) ''^— (aL i )1 i •>'■* ^^ 
spezza: nella varietà, dell'ordine (^T )(m— l)''""'' che detto laogo ba co- 
mane con lo spazio S^., , ed in nn' altra varietà della stessa dimensione k— 1 e 
dell' ordine: 

""-"'■-[©"-(rOJ-C*'}— ')'■-'=©(•»-')"-' 

Inogo del punii in cui qaell' iperpiano 6 toccato dalle forme del sistema [F]^, DI 
qui il noto teorema; 

XIV. Il luogo dei punti in cui un dato iperpiano i tangente alle forme di 
vn rietuma lineare di epecie k e dell' ordine m t una varietà di dimenatone k — X 
e dell'ordine (t)(m -1)^". 

13. Fissalo ad arbitrio in on dato iperplano nn S^_, ed od S^., che non si 
appartengano, si costruiscano 1 laogh Vr i e Yf ^ relativi al sistema 

[PI» e corrispondenti agli spazi Sp_, ed Sp,., rispettivamente. 

Con considerazioni analoghe a quelle fatte al n. 9 si pnù dimostrare che i 
luoghi V, , e Vr , hanno in comune con la varietà W (n. 7) (cor- 

rispondente all' Sn_i intersezione dei dae spazi Sp., ed 84_,) una varietà Wp_, 
di dimensione fc— 1 e dell'ordine: 

Poiché i due luoghi Vt„i „ e Vr_i passano anche per la varietà, di 

dimensione k—l e dell'ordine f?Um — 1)P~*, nel punti della quale l'iperpiano 
dato é tangente a, forme del sistema (Fjj^, essi dovranno tagliarsi alteriormente 



+(t HXm -l) , l] --(y-')(f J){„.-l).-'«-(jP)(»-l)-=(i'+l)(„-l).-««. 

Ogni punto di J. , gode della proprietà che per esso passa una forma del 
sistemo [FJj dotata di un punto doppio. 
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Infatti Be Q è nn ponto qualsiasi dì Jf . ed 7, , . .iT],., sono I: — l punti 
indipendenti dello spazio 8|,-i, la forma F (che 6 nnica) del sistema [F|„ tan- 
gente in Q alle k-l rene QY^ , risulta ivi tang. all' iperpiano Sy_, ^Sp_,-Q, e 
ad un altro iperpiano (distinto dal precedente) passante per lo spazio Su.,: il 
pnnto Q e quindi almeno doppio per la forma F . Dunque: 

XV. // luogo dei punti doppi delle forme dì un eieUma lineare di specie k 
e dell' ordine m {otsia la iacobiana del 8Ìstema) è una varietà, J, -, , a k - l di- 

memioni e dell' ordine (^ k ^)(™ - X)*^**' ('). 

Id partieolare per k = \ , rlsnlta: 

In un fascio di forme dell'ordine m ve ne eono in generale (p + l (m - 1)'' 
dotate di un punto doppio fuori della varietà base. 

13. Andiamo a studiare il modo di comportarsi nel ponto P del luogo J, i 
in ciascuna delle Ipotesi stabilite al n. 2. 

Caso 1), L' Iperpiano 8p_, sa coi stanno gli spazi S^, ed S»., non passi 
per P; in tal caso: 

1 Inogbl V| I - ^ ^( 1 hanno in P punti multipli dei gradi 

rispettivamente; (teor. X e III). 

La Wp.g passa per F con la molteplicità 

p-k-* 

mentre la varietà luogo del punti In coi l' iperpiano Sp., è tangente a forme di 
[FJjj non contiene il ponto P. 

Segno da ciò ohe li luogo Jr , , iotersezione residuale delle doe varletA 

Yr , e Vr n , dovrà passare per P ed aver ivi un ponto moltiplo del 

W*.8p_t [»li.8ft_.' y f 

grado: 

+ 2j (■"')'''**».(>-*-»-i"'t+'J'-''=''«+M>-*+t"'"'''''-H-P-* 



(') Questo teorema non è che una conseguenta immediata del precedente; ho 
dato del luogo J, . quest'altra costiuKÌoiie, perchè essa permette di stabilire facil- 
mente il significato geometrico della varietà tang. alla jacobìana in un punto base 
singolare del sistema [F],,. 



i 
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XVI. 8e il iiitema [FJ^ contiene k I- 1 forme indipendenti linearmente dotate 
in un punto comune P di punti multipli dei gradi r, , . . . , r^ riipettivamente, la 
jacobiana dal sistema ]F](, patta per P con li^i ffioltepUcità a\^^J,.^^.l,■*o\^^J„^. 

Caso 21. Si faccia che l'IperpIaDO S^., passi per P, perù in modo che dei 
dae Epazi Sj,_, ed Sp_, Bolamente il primo contenga il ponto P; allora: La va- 
rietà laogo del panti nei quali l' iperpiano 8p_, è tang. a forme di [F||, passa 
per P con la stesaa molteplicità delia Y. -, , ed ha ivi per varieià tangente 

l'intersezione della varietà tangente in P alla Vr . con l'S^., , e quindi il 

Inogo Jr 1 dovrà contenere il punto P con la molteplicità (teor. IV, X, n. 10). 

=(*-i)<'-')^'*'+''i('^r')<-')'''"'('-'i'- 



Se si tien poi conto anche del significato geometrico delle varietà tangenti 
in P alle Vr , , V, , , Wp_, , 8Ì ha infine il teorema: 

XVII. Se il tittema [F], è dotato in vn punto base F della molteplicità ge- 
nerica r, e contiene vna forma avente in F un punto s-plo (> r) , di guisa che 
le varietà tang. in P alle singole forme di [F]j cottituitcano un sistema lineare 
di specie k— I e dell'ordine r, allora la jacobiana del sietema [F]^ ha in P un 
punto multiplo del gradai 



td ammette per varietà tang. ivi: !•> la jacobiana del eittema formato dalle va- 
rietà tangenti in P aUe forme di [P]^; 2o l'interiezione della varietà tang. in P 
alla forma dotata di un punto s-plo (> r) , col luogo, retiduate, delle generatrici 
dojtpie delie varietà del tistema: 



[V":,.-.v.,.,8,-:';, T.], 



ove le V{ ^nno il solito significato. 

Caio 3). Si tratta come il precedente e si ottiene nn enanclato analogo. 
Caso 4). Troviamo la molteplicità che ha in questo caso nel ponto P la va- 
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T'ietti ìaogo dei punti nei quali l'iperpiano 8p„, ò tangente a forme di [F]^. Às- 
Bamiamo come sopra gli spazi 8p_, , 8,^, ed S^., ; il Inogo V, -, passa al- 

lora per P con la molteplicltft 

»'.*.^-. + •'..,,,-.-,= {{)(.' - ir"* ('' t ')(■■ - 1)»-"-' 

ed ammette per varietà tangente ivi; 1<» la varietà, dell'ordine (?)(''-^)'"'j luogo 
delle generatrici doppie delle T&rietft del sistema ['V]^, di specie A: e dell'ordine 
r, generato dalle varietà tangenti in P alle singole forme di [F]^ ; 2° la varietà, 

dell'ordine (^ " )(*■ - 1)'"*"', Inogo delle rette io cui lo spazio Sp_, 6 toccato 
da varietà del sistema \Y\^. 

Un 8p_»+, per P sega l'iperpiano Sp_, in un S^j, ed il luogo Vr , 
in una curva V'r , dotata in P di un ponto multipla del grado 

='..,„-. + o'«,,^-, = ©(^ -.)'-' + ('' ,- ')(.■ - ir-' , 

ed avente per tangenti ivi : !<> ie {?)(*■ - 1)*^* rette, intersezioni dell'3^_j,+i con 
la jacobiana del sistema [V]j ; 2° altre (^7 "^Vr- l)"""*"» rette, intersezioni 
dell'S^^^, con la varietà laogo delle rette lango le quali l'iperpiano 3^., è| tang. 
a varietà di IV]». Ciofe dei (fc)(»- - 1)""*+ (^ J MC»" - Xi*"'"' rami della curva 
^'[r] 8 OBcenti da P, Kj^ Vr - l/ *"' sono ivi tangenti allo spazio S,^^ 
ciò vuol dire che il numero delle intersezioni dello spazio 8p_jt con la curva 
V'r_< assorbite dal punto P 6 

©(- - ir' + ^C ^ ')(.- 1)-- = =■„ ,,^ + 2='..,^-,. 

Ma le Intersezioni della curva V, , con lo spazio S,^, altro non sono 

che 1 punti in cui rSp_j,^, per P sega la varietù laogo dei punti nei quali l'S^i 
è tang, a forme di {F]i^; poiché 

<^'«+<,p-ii ■•■ 2o'*K_p,j,_, 

di queste intersezioni eon riunite In P, si eonclndo che il punto P è multiplo bo- 
condo o'J|+,,,^J, + 2o'i+, p_j., per la varietà stessa. 

Ne viene che la jacobiana J, . del sistema [F]„ deve passare per Peonia 
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molteplicità 

ii-j-i 

(«'i41*-» + °'*4.l.fi-*-.)(''l.+ .,f'3)-(0j,+..t+=l+M + l,0\^,,,_j_,^ (-l)'0'i+,.p-k_»-(5**|.j+(- 

=(.-.r'[(''t')(-+')-K/,)]- 

Tenendo presente il Bìgnìficato geometrico delle varieià langenti in P al 
laogtal considerati, abbiamo : 

XVII. Se il aitteììia [F\^ è dotato in un punto bcue P dello molteplicità ge- 
nerica r, in modo che le varietà tangenti in P alle singole forme di [F]/, costi- 
tuitcano a loro volta un sistema lineare V. , di specie k e dell'ordine r, laja- 

cobiana del sistema [F], ha in P un punto multiplo del grado 



(r -.)'-■[('' I')(r+l)-2(t? 



ed ammette per varietà iang. ivi il luogo delle rette osculalrici in F alle forme 

^^ [^)* * generatrici doppie delle varietà del sistema [V]^ (')■ 
In particolare dai teoremi XV e XVII per fc=l, abbiamo: 
8e un fascio di forme ha un punto base r-plo, e contiene una forma avente 

in quel punto la molteplicità b (> r), il numero delle forme del fascio dotate di 

un punto doppio diminuisce di 

°\,P + "'..p.. = «■• 2j^' - l^-'-'Cfl - 1)' + (9 - l)" 

unità. 

E per r = 
Ln punto multiplo secondo s per una forma di un fascio equivale ad (a— l)** 
punti del gruppo jacobiano, 



(') Per queste teoremi snila jacobiana V. per p = 2, 3: Oaocia " Sioerche 
sui sistemi lineari di curve algebriche piane ecc. „. Bend. del Ciro. Mat. di Pa- 
lermo, t. VII e fogli litografati, 1895, Palermo. Doeblemann " Veber lineare 
Sgsleme in der Ebene und in» Raum und Ober Jacobi'uche Curve eco. „. Math. An. 
Voi. 41. Per j>=:2: E. KOtter " Z)('e Hesse'sche Curve in rein geometrischer Be- 
handlung ^. Math. An. Voi. 31. Gerbaldi "* Sulla singolarità della jacobiana di 
tre curve piane „. Rend. del Ciro. Mat. di Palermo, t. VIII. Per p = 3. A. Levi 
" Sulla singolarità della jacobiana di quattro superficie „. Giornale di Hat. Serie II. 
Voi. 3. 
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Se un fascio di forme poetiede un punto base T-pto tale che le varietà tan- 
genti ivi alle singole forme del fatcio coitiluiscano a loro volta un fascio dell'or- 
dine r, il n." dette forme del fatcio dotate di un punto doppio diminuisce di 

(r-iri((p + l)(r+l)-2| 
unità {*)■ 

I teoremi ottennti snlla jacobiana di nn sistema lineare di forme ralf^ono 
qnalnnqae Bia la dimensione k (<p) del Bistemai invece la oostrazione da noi 
data vale solo per k<p: non è difficile però aasegnarc anche per il caso di k=p 
una costruzione semplice, CfV. all'oopo quella data dal sig. Lo-Monaco A- 
prile per la Jacobiana dì on sistema lineare od* di saperficie nella sua Nota 
< Sulta superficie luogo dei contatti del 1° ordine ecc. » {*i e che si può esten- 
dere senza alcuna difficoltà ad an sistema lineare <x'' di forme Immerso in ano 
spazio di dimensione qualunqne p. 



(•/ Per p=2 Cfr. Cremona " Sopra alcune questioni nella teoria delle curve 
piane „. Ann. di Mat. Serie I. VI, numeri 8, 9, 10, 1 1, 12, e per p = 2, 8: P ì n i 
loc. cit. ; a o e i a loo. cit. ; S e g r e " Intorno ad un carattere delle superficie ecc. „. 
Atti della B. Aco. delle ac. di Torino. Voi. 31. 

t*> Itand. del Oirc. Mat. di Palermo, t. XVIU. 
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I,K SDPERFICIE MODANATE E lE DEFORMAZIONI INFINITESIME 
DKLLA ELICOIDE 

H O T A 

DEL 
Dott. CARLO RUQGERI 



È noto (') che Is eqaazione cai deve sodisfare la funzione caratteristica (p 
(la Verschiebungfunction di Weingarten) dello deformazioai inflnitcBime dì nna 



'■ ' Sua» Sv 8» 8» dv '^~ ' 

essendo f il coefficiente medio della terza forma fondamentale di S ; e la super- 
flcio B , olle corrisponde alia 8 per ortogonalità d' elementi nella deformazione 
infinilesima relativa ad nna solnzlone qualunque 9 di quella equazione, è defi- 
nita dalle formolo: 

,,, di /„89 8X\ di /, 8» 8X\ 

e annloghe in ^ , Y , e ìd e , Z (avendo indicato con X , Y , Z i coB^ni diret- 
tori della Doroiale nel punto gfenerico di S). Ricordiamo poi che alle aseintoti- 
cbe di S corrisponde sulla 8 an sistema coniagato ad invarianti ugnali. 



Consideriamo una elicoide rigata d'area mioima che supponiamo, senza 



(>) Cfr. L. B i a □ e li i: Lesioni di Geometria Differenziale, Fisa, 1902-190S - 
Voi. U, pag. 10. 

VCL. XLIII. 81 
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alterare la goneralUA del risaltati, di parametro elicoidale uno e definita dalle 
formolo 

j X = Ben hu cos v 

l y = senAuBCDu 

1 « =«. 

La equazione (t) diventa in questo caso 



la quale, integrata, ci dà subito la funzione oaratteristEca 9 delle deformazioni 
infinitesime delia elicoide, 



^ COB ftw ^ " 

essendo U e V due funzioni arbitrarie della sola u e della sola v rispettiva- 
mente. Vedremo in seguito come queste due funzionj siano suscettibili di una 
semplicissima interpretazione geometrica. 

Integrando poi le formole (2), ove si ponga 

C09AU COSAu 

che sono appunto i valori del coseni direttori della normale alla elicoide, si ot- 
tengono le formolo: 



x= (U4V)8enB -2 j V'senixit) 

y =- {U-t- V)cos» -^2 [ V'oostKit) 
2 = -(U + VjBenAu-)-2 jVseahìidu , 



le quali ci definiranno la pi^i generale superficie S che corrisponde alla elicoide 
per ortogonalità d'elementi. 

Consideriamo ora la congmenza di Ribaucour che ha per Buperfioie ge- 
neratrice la elicoide e la S per superficie di partenza, la quale sarà altresì la 
superficie media delia congruenza. Calcolando la lunghezza r della semidistauza 
focale del raggio generico della congruenza , troveremmo: 

r=(U-t- V)C08Am. 

La prima falda focale S, della congruenza sarà pertanto definita dalle for- 
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mole X, = se + rX , ecc., cioè: 



- 2U eoe r + 2 l V sen vdv 



;, =. 2fu'E 



Su questa superficie S, , come più io generale su tutte le prime falde focali 
delle congruenze di Sibancour che hanno una snperflcie generatrice con no 
BÌstenia di assintotiche a torsione coBtante ('), le linee u e v, che sono le linee 
di contatto di S, eolle srilnppabili della congruenza, sono linee di curvatura. Si 
verifica inoltre per la S, che le linee di curvatura «=cost sono su piani pa- 
ralleli, la qual circoBlanza caratterizza te superfici modanate a sviluppabile diret- 
trice cilindrica. 

Il cilindro direttore della saporflcte modanata S, b parallelo all'osse x, cioè 
all' asse dell' elicoide; e la sua sezione normale Cg, fatta col piano xy , 6 defi- 
nita da 

I a:(,= 2I Vcosrdw 



= 2 Vb. 



vdv. 



L'equazione del profilo generatore (il cui piano è costantemente normale al cilindro 
direttore), riferito alla retta fissa del suo piano che prende successivamente le 
posizioni delle generatrici del cilindro ed all'altra retta, pure fissa, che è l' in- 
tersezione del piano del profilo col piano xy , assnnte qtieste due rette rispetti- 
vamente come assi )] = , ^ = , è 

= 2U 



; = 2 lU'sen hudu. 



Notiamo che, a caasa della arbitrarìetft delle dae funzioni tJ e V, tanto il prò- 
filo generatore quanto il cilindro direttore sono di forma affatto arbitraria; quindi 
la superficie modanata S| è, per forma, affalto generale. 

Giova subito notare che, calcolando l'espressione del raggio Ro di curvatura 
della sezione retta Cg del cilindro direttore, si trova: 

Ko = 2V. 



In quanto poi alla seconda falda focale della congruenza, noi vedremmo, 



(') L. B i a n e h ì : Annali di Matematica, Sfi II, t. XVIII. 
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con considerazioni analitiche od anche geometriclie che essa è un cilindro pa- 
rallelo all' asse z, la cni sezione retta fatta col piano xy risalta la evoluta della 
sezione Cq del cilindro direttore prima considerato. Ne dedaciamo: 

Le congrueiize di Ribaucour , aventi per superficie generatrice una eli- 
co'de rigata d'area minima, sono tutte e tale quelle generate da un sistema a>' 
di raggi fissi in un piano mentre il piano stesso rotola senza strisciare sopra un 
cilindro arbitrario. 

E coDsegnentemente: 

Le congruenze di Ribaucour che hanno per superficie generatrice una 
elicoide rigata d'area minima sono tutte e sole quelle costituite d<dle normali alle 
superfici modanate a soiluppabile direttrice cilindrica. 

Approfittando di noti resultati della teoria generale delle congmenze, pro- 
viamo anche che, inversaniente: 

Una congruenza di Ribaucour formata dalle oo* normali ad una super- 
ficie modanata S a sviluppabile direttrice cilindrica non può avere altra super- 
ficie generatrice che la elicoide rigata d'area minima. 

Ed, infatti, essendo la I a rappresentazione sferica isoterma (meridiani e pa- 
ralleli) delle linee di curvatura, le sue normali formano una congruenza dì Bi- 
baucoar avente una superficie generatrice S necessariamente ("j d'area mi- 
nima ; e poiché le assintotiche di un sistema di 9 hanno per immagine sferica 
an sistema di meridiani, saranno rettilinee, epperò, per il teorema di C a t a I a n , 
la S 6 la elicoide rigata. 



Ora possiamo facilmenie esprimere il significato geometrico delle due fun- 
zioni arbitrarie U e V ohe figurano nella funzione caratteristica delle deforma- 
zioni Infinitesime della elicoide. 

Avvertiamo anzitutto che , se alle due funzioni U e V sostituiamo le due 
funzioni \J + a e V — a, essendo a una costante arbitraria, la funzione carat- 
terisiica f e quindi la corrispondente deformazione infinitesima della elicoide 
non variano ; e non variano né dì forma né di posizione le superfici S ed S, ; 
varia soltanto II cilindro direttore della superficie modanata S, , il qaale è sosti- 
tuito da un altro ad esso parallelo, alla distanza Za dal medesimo. Dunque pos- 
siamo dire, riassumendo alcuni risultati ottenuti: 

Ad ogni coppia di funzioni prese ad arbitrio , U della sola variabile u e 
Y della sola v, corrisponde una deformazione infinitesima della elicoide rigata 
d'area minima; e la congruenza di Ribaucour, che ha per superficie gene- 
ratrice la elicoide e per superficie di partenza quella clie corrisponde alla eli- 
coide stessa per Ortogonalità di elementi in detta deformazione , ha per prima 
falda focale una superficie modanata a sviluppabile direttrice cilindrica. La fun- 
zione y rappresenta , a meno di una costante additiva , la metà del raggio di 
curoatura della sezione retta del cilindro direttore; e la funzione U rappresenta, 
a meno della stessa costante additiva cangiata di segno, la semidistanza del punto 



(*} Bianchi: Lezioni ecc. — Yo). II, pag. 22. 



e b, Google 



)( 2tó 1( 

generico del profilo generatore dalla generatiice del cilindro gtesso situata nel 
tuo piano. 

Anche per le variabili iadipendeoti u e o possiamo precisare il sigoiflcato 
geometrico relativo alta stessa saperficie modanata, notando che dalle formole 
precedenti deriva: 

^_,„„„ ^_ 

dXt 



= tagw 



Il parametro v è l'angolo che la direzione poeiiiva della tangente nel punto 
generico della cttroa Cq fa coli' asse x; ed il parametro a è definito dalla espres- 
sione n= arc8enli{coi(lj, ove 6 è l'angolo che la direzione della tangente al pro- 
filo generatore fa coli' asse z. 

L' interpretazione geometrica stabilita per le finzioni arbitrarie U e V e per 
le variabili indipendenti « e u ci permette, come agevolmente si può veriflcare, 
di risolvere anche un problema inverso: 

Data una superficie modanata qualsivoglia a sviluppabile direttrice cilin- 
drica e col cilindro direttore parallelo all' asse della elicoide, determinare la cor- 
rispondente deformazione infinitesima della elicoide steesa. 



È naturale quindi che noi potremo riscontrare nn' intima interessante rela- 
zione fra la diversa natura delle deformazioni infinitesime delia elicoide e i di- 
versi tipi di superficie modanate. 

Notiamo a tal uopo che la superficie S deformata della elicoide, cioè infl- 
nitamente vicina all' elicoide ed applicabile su essa, è definita dalle formole: 

x = senftueost) + 6{U + V)senw — 2el V'senvdi) 

y- senftusenv - e(U + V}co8t> + SElV'coswdtJ 

» = V — e(U + V)senftw + 2e/ D' sen hu du , 

avendo indicato con e una costante infinitesima di cai si trascurano le potenze 
superiori. I coefficienti della seconda forma fondamentale di S sono: 

D = e(D''oosft«— U'seuAw) , D' = - 1 , 

D" = e{U'8enAtt - [U •*- V + V'TcobAw). 

Occopìamoci In primo luogo di quelle deformazioni nelle qaali le deformate 
delle generatrici sono ancora rettilinee: a tal uopo basterà esprimere ohe sulla 
euperflcie S le linee v, le quali in ogni caso sono geodetiche, sono assintotiche. 
Dovrà aversi D = , cioè 

U"co8ftt( — TJ'senAu = 0, 



e bv Google 



)( 24fi }{ 
ds cai , integrando ed indicando eoa e e c^ dae costanti arbitrarie, ai deduce 

13 = csenAu + e, ; 
epperò la fanzione f risalta della forma: 

_ CB6Qhu+Y 

" eosAu 

Il profilo generatore della corrispondente anperflcie modanata 8, 6 definito in 
tal caso da 

■fi = ScBenhu , 5= cBenft*« , 

cioè, eliminando u (se e non è zero), 

La euperHcie modanata è dnnque generata da ana parabola, il cni piano ro- 
tola senza strisciare tangenzialmente ad an cilindro arbitrario parallelo all'asse 
della parabola stessa. Ed inversamente: 

Qualunque tuperficte modanata, il cui profilo generatore sia una parabola 
coli' asse parallelo al cilindro direttore ed all' asse dell' elicoide , corriaponde ad 
una deformazione infinitesima che lascia rettilinee le generatrici della élieoide. 
Risalta, infatti , per la ti , B = 0. 

Notevole ò il caso e = 0. Questo caso si può considerare ottenuto sostituendo 

alla deformazione infinitesima corrispondente al valore f = -~ ~ — della ftm- 

cosnu 

V 

zio ne caratteristica un'altra doformazionc corrispondente al valore <p= :— , la 

cos ku 

quale detormazlone dlfi'erjsce dalla precedente per una semplice rotazione infi- 
nitesima attorno all' asso s. In quesio caso la supei-flcte modanata si riduce ad 
una linea piana; e la congruenza di Bibaucour b formata dalle oei> normali a 
questa curva. 

£d inversamente: 

Una congruenza di Sibaucour , formata dalle od* normali ad una lìnea 
piana normale all' asse dell' elicoide, corrisponde ad una deformazione iuflnite- 
sima della elicoide etessa, la quale, composta con una rotazione infinitesima at- 
torno all' asse z, rappresenta la j>tù generale deformazione infinitesima che lascia 
rettilinee le generatrici. 

Questa classe ora considerata di deformazioni Infinitesime dell'elicoide è ca- 
ratterizzata altresì dalla seguente proprietà: 

Le superfici corrispondenti per ortogonalità di elementi ad un' elicoide rigata 
d'area minima, nelle deformazioni infinitesime che ne lasciano rettilinee le gene- 
ratrici, sono sviluppabili. 

Ed, infatti, il primo coefficiente della seconda forma fondamentale di 8 è dato da 



D = -^^^:^(U"cobAw - U'senftu) ; 
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epperò ogni volta che è D = è anche D = , «d inversamente; inoltre è in ogni 
caso D' = 0. 

Di qui poEsiamo dedurre questo resaltato indipendente da ogni considera- 
zione della elicoide: 

t Fra te auperfld modanate a sviluppabile direttrice cilindrica ve n'ha una 
* claste per le quali il luogo dei punti medi fra i centri principali di curva- 
t tura è una tuperflcie tviluppabìle: esse sono tutte e sole quelle luperfici moda- 
t nate il cui profilo generatore è la evolvente di una parabola che abbia V a$ie 
( parallelo al cilindro direttore oppure un cerchio >. 

Se, In particolare, qneata snperScìc sriluppabile sarÀ an piano, la deforma- 
zione infinitesima della elicoide consisterà in un puro movimento; e ciò avverrà 
appnnto quando la funzione arbitraria V aesamerà il valore particolare 

V = asenv - bcoBv, 

perchè allora la fonzione caratteristica ? sarà 

asenn — 6cosw + csenAu „ „ „ 

f = 7 = aX + &T + cZ. 

COSAU 

In questo caso la sezione retta C„ del cilindro direttore sari definita dalle formolo 

= — coso(a costi -F- bsenv) — bv + a 

' y(, = -8ent>(aco8« + 68ent)) + oi». 

Questa curva b una cicloide generata da nn punto di ana circonferenza di dia- 
metro -Ja' + ^, che rotola senza strisciare tangenzialmente alla retia ax+by+b*=0 
e striscia tangenzialmente alla retta ax + by - à' = 0; essa è per forma e per 
orientazione la piii generale cicloide del piano. 

Se ne dedurrà, a complemento di quanto abbiamo concluso più sopra, que- 
Bt' altra verità, pure indipendente da ogni considerazione della elicoide: 

< Le superfid modanate a sviluppabile direttrice cilindrica , per le quali il 
« luogo dei punti medi fra i centri principali di curvatura è un piano , sono 
t tutte e sole quelle il cui cilindro direttore ha per aexione retta una cicloide; ed 
I fretti profilo generatore è la evolvente di una parabola il cui asse prende 
< successivamente le posizioni delle generatrici del cilindro, oppure un cerchio il 
( cui centro descrive la sezione retta del cilindro stesso >. 



Consideriamo ora quelle defoi'maztoni infinitesime che corrispondono a su- 
perflci modanate quando queste si riducono a superHci di rotazione. In tal caso 
dovrà arerai V = costante; e calcolando allora l'espressione del coseno dell' an- 
golo che la direzione dello spostamento del punto generico (i cui parametri di- 
rettori sono X , y , z) fn colla normale alla elicoide, troviamo una funzione delta 
sola u. 

Se ne deduce quindi, completando: 
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Alle tuperftci modanate che si riducono a superfid di rotazione corritpou- 
dono quelle deformazioni infinitegime della elicoide nelle quali gli tpostamenti 
dei punti di ogni elica gono ugualmente inclinati ntUa elicoide iteaaa (') e sono 
perpendicolari alle generatrici. 

E, in Tersamente , ogni deformazione infinitesima in cui gli spostamenti ilei 
ponti di ogni elica sono ortogonali alle generatrici , e quindi ngaalmente incli- 
nati stilla sapersele, corrispondono a congruenze di Ribaacour la cni prima 

- dx_ 
Su 
ne deduce facilmente Y = costante. 

É notevole il caso, che esamineremo in seguito , In cui la superficie di ro- 
tazione è l'evoluta del catenoide. 

Questa classe di deformazioni infinitesime della elicoide è caratterizzata al- 
tresì dalla proprietà seguente: 

Tali deformadoni sono tutte e tale quelle nelle quali il sistema coniugato ad 
invarianti ttgu€ilif che sulla superficie S corrisponde alle assintoticke deUa elicoi- 
de , è quello delle linee di curvatura. 

E, difatti, calcolando il coefficiente medio F della prima forma fondamen- 
tale di S, troviamo 

FsV'cosAm j(D-l- V)8enAu - U'coshttf; 

epperb se 6 V = costante risulta F = 0, e viceversa. 



Occupiamoci infine di quelle deformazioni infinitesime nelle quali la super- 
flcie S deformata delta elicoide è ancora d' area minima. Esprimendo appunto 
che sulla 8 è nulla la curvatura media E , si trova la relazione 

U-U"-hV-|-V" = 0; 
ed è da notarsi die questa relazione rappresenta altresì la condizione necessa- 
ria e sufBciente perchè lo coordinate x , ^ , z del punto generico della superfi- 
cie 8 (e quindi anche lo coordin;itc x , y , s del punto gaiiorico della SQperflcie 
deformala S) sodlsfino alla equaiionc 






Bu' 
risultando Infatti 



i..v 



(') Una Bupsrficìe qaalnnqne con un sistema di assintotiche a torsione costante 
è suscettibile di deformazioni infinitesime in cui gli spostamenti dei panti di ogni 
tale aasintotica sono ugualmente inclinati sulla superficie. Bianchi, Ann. di Mot., 
S.« U, t. XVIII. 
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Dalia precedente relazione b[ deduce, dinotaudo con k nna costante, 

donde, Integrando ed indicando con a ,b , e , d qaattro costanti arbitrarie , si 
ottiene 

V = aBene — fteost» +k 

D = e sen hu + d cosAu — fc ; 

e poSBiamo supporre addirittora ft = 0, in virtù di ana osservazione precedente- 
moDte fatta. 

La corrispondente soperflcte modanata lia dnnqne nn cilindro direttore la 
cnl sezione retta è una cicloide arbitraria, ed ha per profilo generatore la curva 
definita dalle formole (prescindendo da costanti arbitrarie additive, di cni ter- 
remo conto in segaito): 

SU = 2(cBenAu + dooehtt) 
i; = sen Au(c sen Au + dcosAu) - du. 

Questa curva pud considerarsi come luogo dei punti medi dei segmenti che 
congiungono ! punti corrispondenti delle due curve 

[ i]j=:4csenAu | tg, =^4dcoaAu 

\ !;i = 2c86nA'« ( ;:j = 2d3enftucosAii-2du. 

La prima di queste due curve è manifestamente, supponendo e diverso da zero, 
una parabola 

Il cui asse ò la generatrice del cilindro direttore; e la seconda curva è la evo- 
luta della curva 

I >] = ZdcoBku 

\ X=^-2du , 

la quale, se d non é zero, è una catenaria il cui asse è la generatrice del cilin- 
dro. Notiamo poi ohe la parabola e la catenaria si corrispondono punto per punto 
per ortogonalità degli elementi d'arco; epperò , tenendo conto anche delle co- 
stanti arbitrarie che abbiamo omesso nelle formole, possiamo enunciare il se- 
guente resultato: 

Consideriamo in un piano una parinola qualsivoglia ed una catenaria, le 
quali abbiano lo tteaao atee o, ptft in generale, asti paralleli; facciamo corri- 
tpondere V una curva all' altra punto a punto per ortogonalità degli elementi 
d'arco; e poi consideriamo il luogo L dei punti medi dei segmenti che uniscono 
il punto generico della parabola col centro di curvatura della catenaria nel punto 
VOL. xuii. 33 
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eorritpùndente ('). Preso poi un cilindro parallelo all'aste della elicoide, la cui 
sezione retta sia una cicloide qualunque, facciamo muovere il piano deUa curva 
L normalmente a questo cilindro, in guisa che la bisettrice della striscia di piato 
limitata dall' asse della paràbola e dall' asse della catenaria pigli successiva- 
mente le posizioni delle generatrici del cilindro stesso. La superficie modanata, 
cosi generata dalla curva L, corrisponderà alla piii generale deformttsioae infi- 
nitesima per la quale la elicoide si conserva d'area tnintmd. 

Se vogliamo dare una forma più semplice a! resaltatì ottennti, basta che noi 
decomponiamo la deformazione infiniteelma considerata, la qnale corrisponde al 
valore della funzione cai'aiterlBtica 

o= . — p- (asenv — 6co8f + caenftu + dco8ftM) 
cobAu ^ 

= aX + fr Y + cZ + d , 

in due deformazioni infiaitesime, di cui xxas. consistente in un paro movtmenlo 
rigido infinitesimo che corrisponde al valore della funzione caratteristica 

9 = aX + 6T + cZ ; 

e r altra consÌBtente in nn' effettiva deformazione infinitesima che corrisponde al 
valore della funzione caratteristica 

9 = d. 

Abbiamo pertanto: 

Prescindendo dalla composizione C07i un movimento rigido infinitesimo , la 
piii generale deformazione della elicoide , tale che la superficie deformala sia 
ancora d' area minima , corrisponde ai valori costanti della funzione caratte- 
ristica. 

Nel caso considerato (p = d , si ha 

V = , U = dcos&a; 

qnindì la superficie modanata corrispondente è una superficie di rotazione la coi 
curva meridiana b la evoluta della catenaria 



, = -(.» + .'). 



La superficie è dunque la evoluta del catenoide ohe ha per asse 1' asse z. La con- 
gruenza di Hibaucoar è costituita pertanto dalle oo' normali al catenoide, che 
coincide colla superficie S corrispondente alta elicoide per ortogonalità d'elemenli. 
Quindi; 

La congruenza di Ribattcour, formata dalle normuli ad un catenoide 
parallelo alla elicoide, corrisponde ad una deformazione infinitesima della eU- 



(') Dobbiamo però fare la convenzione che la parabola o la catenaria , come 
caso limite, si riducano (anziché a rette) ad nn punto, il qual coso corrisponde 
al supporre , nelle formolo scrìtte , c = oppure d = , il che primo avevamo 
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coidt ideata, la ^aale deformazione , compatta con un movimento rigido inflnite- 
rimo, ci rappresenta la più generale deformazione infinitesima che conserva nulla 
la curvatura media. 

in altri termini: 

Jt catenoide è la superficie che corrisponde alla elicoide per ortogonalità d'e- 
letnenti nella piii generale deformazione infinitesima (a meno di un movimento ri- 
gido infinitesimo) che la c&naerva d'area minima. 



A proposito della elicoide rigata d'area mlDima e del catenoide che le cor- 
risponde por ortogonalitA d'elementi e per parallelismo delle normali, le quali due 
Buperfici rappresentano appunto la più nota coppia di quelle che B o n n e t chia- 
ma Superfici minime coniugate in applicabilità, ci piace riferire Qua proprietà 
notevole. 

Consideriamo la elicoide ed il catenoide , definiti rispettivamente dalle 
formole 

I x = Ben hu cos v | a: = cosAu sen v 

ì jf = aeahuBetiv ì y = — cosAucoev 



Preso OD piano arbitrario dello spazio^ che possiamo supporrò passante per l'o- 
rigine degli assi, 

ax + by + cs = 0, 

sa questo proiettiamo ortogonalmente i punti della elicoide e del catenoide, e rotia- 
mo il piano stesso di an angolo retto intorno al punto 0. Cosi si ottiene, a meno di 
un'omotetia, la più generale corrispondenza per ortogonalità d'elementi f^a il piano 
e ciascuna delle due saperfici. Se ora per i punti del piano conduciamo i raggi 
paralleli alle normali nel punti corrispondenti della elicoide e del catenoide, ot- 
teniamo due congmenee di Ribaucoar di cui vogliamo stadiare le Invilap* 
paté medie Sg ed 8,, cioè le superSci inviluppo dei piani condotti normalmente 
ai raggi di ciascuna congraenza nei loro punti medi. 

Le formole che definiscono queste due superfici 8, ed So sono (omettendo 
i calcoli che ad «ase ci fanno pervenire) rispettivamente le seguenti: 

[ fC(, = -~ &V + (asenv — &coav)8eDv8enA'u 

- (a cos w -f- 6 sen v) cos v cos A'm 
= av~ (asenv — &cosv)cosvBen&Nt 

- (acosv + &8ene)senvcosft*u 
= e — 2(asent> — &C08v)8enAtf 

/ x«= &u— (asenSt? — &cos2v)eenftucosAu 
(^o) i ya = — <itt + (a cos 2v-i-b sen 2v) sen hu cos hu 
^ Zg= 2(ac08v+&Benv)ooBAu. 
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Tediamo sabito che le coordinate omologhe dì dae pnnti corrispondenti di 
queste due snperfici sono soluzioni coniugato delia equazione 4,6 = 0, Le due 
saperflci sono d'area minima, applicabili l'una sall'altra e corriapondentisi per or- 
togonalità d' elementi: possiamo quindi stabilire la proprietà che volevamo ri- 
marcare: 

Le inviluppate medie delle congruenze di Ribaucour che hanno per su- 
perficie media uno atesao piano arbitrario dello spazio e per superfici generatrici 
rispettivamente la elicoide rigata d' area minima ed il catenoide, coniugate in 
applicabilità , sono anch' esse due superfici minime coniugate in applicabilità. 

Qaeste due superfici 8g ed Sg hanno poi una forma che, a meno di una 
similitudine, è affatto indipendente dal piano medio della congruenza. 

Analizzando la superficie 8, , il che si può agevolare ponendo nelle prece- 
denti formolo che la definiscono a= l ,b = c = 0, risulta eh' essa contiene una 
semplice infinità di linea paraboliche, i cui piani sono tutti normali ad un piano 
Sseo che contiene gli assi di tutte le parabole e rappresenta un piano di sim- 
metrta della superficie. Tali linee paraboliche fanno parte di un sistema ortogo- 
nale isotermo. L'intersezione del piano di simmetria colla superficie è una ci- 
cloide (luogo dei vertici delle parabole) insieme con tutte le sue tangenti cuspi- 
dali; l'inviluppo degli assi delle parabole è un'altra cicloide, metà della pre- 
cedente, colla quale ha in comune la retta base e alternativamente le oospidi; 
e il luogo dei fuochi è la evolvente di questa seconda cicloide, descritta a par- 
tire da una cuspide che la cicloide stessa ha in comune colla precedente. 

Ke risulta l'interpretazione di una semplicissima costruzione geometrica della 
superficie. 

Consideriamo sul piano una cicloide generata da un punto di una ctreon- 
ferenza di raggio r che rotola sema strisciare su d'una retta base, e sia AC un 
suo ramo. Consideriamo un' altra cicloide generata da un punto di una circon- 

ferenza di raggio — che rotola sulla stessa base e dalla stessa parte di essa, ed 

abbia in comune colla precedente alternativamente le cuspidi; e siano AB , BC 
due suoi rami consecutivi. Consideriamo iaftne la evolvente di questa seconda 
cicloide, ottenuta svolgendo V arco a cominciare dtUla cuspide A. Se indichiamo 
con F l'estremità deU'arco tvolgentesi e con V t7 punto in cui t'arco stetto toolto 
incontra la prima cicloide considerata , la parabola di fuoco F e di vertice V, 
il cui piano è costantemente perpendicolare al piano della cicloide, descrive una 
superficie minima sulla quale le linee paraboliche e le loro traiettorie ortogonali 
formano un sistema isotermo, 

Canlcatti (Sicilia) 1905. 
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LE FUNZIONI ARMONICHE NEGLI IPERSPAZI 

K O T A 

DEL 

Dott. GUIDO BOCCHETTA a Pisa. 



n metodo semplice qui esposto è 1' estensione naturale ne^rlt Iperspazi, eoo 
opportane modi Achei, delle considerazioni svolte nei noto volarne < teoria delle 
funzioni di variabile complessa ed ellittiche ■ del Cli.™<> Prof. B i a n e li i. 

Perciò si differenzia da quello di altri, come il Beltrami, il Biqaier, ecc., 
che trattarono le medesime questioni, seguendo una forma diversa nell' esposi- 
zìone e nei resultati. 



1. Teorema di Q a a s a generalizzato per le funsiooi ad un numero qualsivoglia di 
variabili — 3. Consegnenze e 6 forinole fondamentali che ne derivano. 

1. Teorema di Qaa»i neirU ipasl ad r dimensioni — In ud campo I'^' 
(Cap. II, è) (*) ad r dimensioni sia definita la funzione: 

Xi = X,(a;() 

che sodisfl alle seguenti proprietà: a) X, sia In tutto 11 campo I^^ (incluso il con- 
torno), finita, contìnua e ad un sol valore, b) ammetta una derivata parziale ri- 



l'asae a;,. 



(>) Il richiamo dei Cap. si riferisce ad un altro mio lavoro " Prineipii di geo- 
nttria metrica e dijferemialt negli ìperspaui „. 
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Ammettiamo inoltre che le p ipersnperflcie IlmUatrìcI (contonio del campo) 
di I"*' Bìeno senza 8ÌDgolarit&. 

Il teorema di Gansa, che audiamo a dimostrare, consiste cella traaforms- 
Elone dell' integrale r-plo 






dXfdXf . . . dXf 



esteso a tatto il campo l""' in nn integrale (r — 1)— pio esteso alle p ipersaper* 
fiele limitatrici del campo. 

Per sempliUcare la dimostrazione sapponiamo dapprima che si tratti di un 
campo I'", cioè il cui contorno sia nnn unica ipersuperficie chiosa a tale che ana 
parallela all' asse delie x, incontri la o in dae pnnti soltanto: ano di entrata 1 
e l'altro di ascila 2. 

Abbiamo allora: 

/...fi ^«,. ..*.,= /../*.,. ..,te,(f^*.,) 

e l'integrale semplice del 2» membro deve essere esteso al tratto di parallela al- 
l' asse X. 



compresa ft-a i dae ponti 1 , 2 dt a, cosi che indicando con X,<" ed X,(" i valori 
di X, in questi dne ponti: 

(6) /. . . J ^ dx, . . . . dx, = /.../ (X, <»1 - X.Cl) (te, . . . . *te, 

effettuata cosi l'integrazione rispetto alla variabile x, si deve notare clie 1 ponti 
I , 2 SODO funzioni di se, , . . . , x^. Se ora 

a;, = a;,(a:, , . .., aj^) 

è l'eqoazlone del contorno 3 si sa che l'elemento di contorno ha per valore: 



V-à^)" 



dx^ .... daip. 



Se denotiamo con a, a, i parametri direttori delta nonnaie N nel ponto 

(si^ di B 6 rivolta vene l'tutMno del campo e con Ni», l'angolo che ema fo^ 
ma con V orientazione definita dal parametri direttori 1 , , . . . , , ohe wu 
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qaelU cbe competono all' asse x, e ad ogni boa parallela (Gap. I, 8, a) ), avremo 
dall' nUfma forinola scritta e ricordando i valori delle a^ (Gap. U, 6): 



a, =C0B(Na;,). 

Ora il fascio di rette parallele all' asse a;, divide o In dne regiooi: dei punti 
di ingresso 1 e del pnnti di ascila 2, ed è facile vedere che (Gap. H, 2): 

^\ 

« Nella regione dei ponti I d'ingresso Hx, è acato ed in quella dei pantl 

/\ 
2 di uscita Na;, è ottuso». 

Nella formola (6) si può considerare li primo integrale del ^o membro come 
esteso alla regione di o dei punti 2 d! ascita ed il secoodo come esteso alla re- 
gione del punti 1, per cui, da quanto si b detto, ai avrà: 

/...../Xi'»' dx, dav= -|.....yX,a,(Ìo 

regione pnoti 2 di a 

L. ..Jx,<"<te| dx^= i... .Jx,«,<io 

regione punti I di o. 
E sostituendo nella (0) abbiamo: 

(" /--iS;*- *«, = -/.--/x,^* 

che è la importante formula di Gauss e dove t dinota la grandezza del 
campo I"'. 

SI può ora notare cbe la formola di Gauss dimostrata per un campo sem- 
plice I''' è valida ancora per un campo qaaianque I*^', limitato da nu qualsivo- 
glia numero p di ipersuperficie liraltatricl a^, e per verificare ciò basta ripetere, 
con lievi modìBche, le medesime considerazioni esposte nel volume citato del 
prof. Bianchi. 

2, Oonaegaenie della formola di Oauii. Se in un campo I'"' son defi- 
Snite le r funzioni X, , . . . , X,., godenti le proprietà enunciate sopra per X^, 
e relative alle derivate omonime, per cioscana varrà la formola fi) di Gauss, 
e quindi: 

(2) /-/ii^*". dx,= -j...jt,^,',d, 
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che b1 ottiene Bommando membro a membro le formolo dì Gaass relative alle 
r faozioDi date. 

3e ora esegajamo la sostftazione: 

a volere che sia applicabile la (2) per qaeste nnove fanzioot bisogna supporre 
che / , fi Eodisflno alle medesime proprietà delle Xf e pei- di piti la ,', posseg-^a 
derivate parziali seconde finite ed atte all' integrazione in I"*'. 8i arr& allora 
come risultato della sostituzione: 

(3) j...j/A»AAB, dx^ + f...fi(f,f,)dx, dx,^-j...lf^d>: 

dove è noto il sigoitlcato dei simboli, e precisamente: 

Dalla (3), conseguenza della fonnola di Gauss, se ne possono dedarre al- 
tre tre importanti: posto in essa 

f=l 
abbiamo: 



m 



l-.j^'f.*'> *"' = -/-/|5'"- 



E se in (3) facciamo lo scambio dì f con /, ed ammettiamo ohe per f si 
verifichino anche le condizioni poste in più per f^ e si sottraggono poi le dae 
formole, sì avrà: 



(5) 



j...jifi%-f^'f)dx. dx,=j...f{r.^-f^)d. 



che rappresenta la importante formola di Green relativa alle dae fanziooi f 
ed f, che sodisfauo alle dovute condizioni. 
Come pare se in (3) supponiamo che sia 

f = fi 
si avr&: 

(e.j.../w... ^,./.../[l:(|:)V, d.^--j-jr^^'. 
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II. 



1. Funzioni armoBÌche ìn nn campo con derivate regolari al contorno — 2. Pro- 
prietà caratteristiche e teorema di unicità — 3. Valore di una funzione armo- 
nica (a deriv, reg. al contorno) nell' interno del campo — 4. Funzioni armoniche 
a derivate non regolari &ul contorno del eattpo— Proprietà — 5. Massimi e mi- 
nimi delle funzioni armoniche — 6. Teorema d'unicità — 7. Enunciato del I*ro- 
blema di D i r i e h 1 e t — 8. Le tre formole di Gau ss — 9. Siudio della fun- 
zione V(5y) ^ 10. SoluBÌoue del problema di Uirichiet nel campo iper- 
flferico. 



1. Fniulonl armoniche defluite In an campo I^''' con derivate rtgiAltìrl 
al contorno — Sia definita in un campo I"'' (Gap. II, 8) una fanzione f(x,) ad un 
sol valore, finita, continua (ìdcIubo il contorno) e nell'interno di I"*' abbia le 
derivate parziali prime finite ed atte all'integrazione e le seconde pure finiPe ed 
atte all' integrazione che sodisflno alta equazione: 



AY=S 



s-r _ 



TTna tale fanzione dicesi armonica nel campo IC^. Quando le condiziooi per 
le derivate sono sodisfatte non solo nell'interno ma anche sul contorno del campo, 
diremo ohe f (armonica) possiede dwjvate regolari al c'ontorao. 

2. Proprietà caratterlatlobe delle taDiionl armonlelie a derivate rego- 
lari «al «Antortto d61 eami>o — Teorema di nnleltì» — Siccome le funzioni ar- 
moniche sono tali che per esse son verificate le formole di Qansa, ricorrendo 
a queste si trOvatìo proprietà di quelle. 

Dalla (1) di Qattss (I, iJ) quando si supponga ^, armonica in tutto il cam- 
po, si ha: 



I) /■•■/S'^-o- 



Cioè abbiahtto come una I) proprietà: 

« £f6 f, e armonica in I""' è nullo V integrate, eate»C al C07ilorno, delta deri- 
vata di f, presa rispetto alla normale al eoniorno », 

Si noti che se il campo è un I"' e o, è una qualunque ipersuperficie chiusa che 
racchiuda una porzione del carnato, sari sempre vera la I) rispetto a o,.; e re- 
ciprocamente se ciò accade la /^ è armonica qnando si supponga f^ continua 
VOL. XLIII. 88 
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finita Insieme alle derivate prime e seconde e tali che sia pare continna la 

Una seconda proprietà caratteristica si ricava dalla 5) di Gaass (1,2). la 
qnale, quando si BuppiingaDo f ed /, armoniche in I"\ d&: 



/■■#a^-^l&)-=° 



che è la formula di Oreen relativa alle due funziooi armoniche f ed ^, defi- 
nite nel medesimo campo I""'. 

Infine dalla 6) di G a a s b (I, 2), col sapporre f armonica, si ha la terza re- 
lazione notevole; 



/■■■/[I(é)']-.----/->S- 



Conteguenté di questa formolo — Supposto che al contorno del campo aia 
f = Q rlsulterfc in tutto il campo /*= costante, ed a causa della continuiti questa 
costante 6 zero; onde: 

e Se una funsione armonica i nulla al contorno del campo i nulla neli in- 
tèrno coatanttmente *. 

Questa proprietà dlt luogo al 

Teorema d'anloltà per le faaalonl itrmonlobe; i Due funzioni armoniche 
f , f, (a derivate regolari sai contorno) che coincidono al contorno coincidono anche 
nell'interno del campo ih cut eoa definite >. 

In vero si consideri la differenza f-fi, che è una funzione armonica, e si 
applichi il teorema di prima. 

Si vedrà in seguito la validità di questo teorema per le funzioni armonicbu 
a derivate non regolari al contorno. Intanto esso si può mettere anche sotto la 
forma seguente: 

< I valori di una funnone armonica in un campo 1** (con derivate rego- 
lari al contomo) sono pienamente determinati nell' interno quando siano fissati i 
suoi valori al contorno >. 

3. Forinola cbe db 1 valori di ana fanilone armoDlc» (con derivate 
golari al contorno) nell'lRterno del campo I^ mediante 1 valori ohe pren- 
dono al contorno essa fanalone e la ina derivata secondo la normale In- 
terna — Premettiamo la seguente osservazione: se D dinota la distanza, con 
tata positivamente, di un panto variabile (x,) da un pnnto fisso ((j) di S^, al 
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sarà nna funzione armonica in qualunque campo di 3^ che non contenga il punto 
'li) e con derivate regolari al contorno. 

Data ora tina funzione armonica U in nn campo I'", con derivate regolari 
ni contorno, per calcolarne il valore in un punto (^j) interno ci serviremo della 
funzione ansiliaria V e di alcune proprietà caratterlsiiche delle fonzioni armo- 
iiictie. Per qneeto col centro in (S^) si descrìva una ipersfera, interna al campo, 
di raggio p e la cui periferia indichiamo con a^. Se quindi da I"*' leviamo tale 
i[ierBrera, otteniamo nn nuovo campo I"^'', limitato dall'antico contorno e e del 
nnovo 0. , e nel quale le due funzioni U , V sono armoniche e con derivate re- 
golari sopra dea.; sarà dunque applicabile la formola di Qreen (II, 2) ad 
esse relativa: 

J-/("Ì'-ói-.s)-/-/(°'-#-.4-.s)-.-- 



Ora il secondo integrate si scinde in dae parti, la seconda è nulla per la 
proprietà I) delle funzioni annonlche, quanto alla prima si osservi che: 



(Le). le 



-(r-'ilp-l'-il , 

d'altra parte sappiamo che (Gap. II 6) l'elemento di area dell' ipersfera di rag- 
gio p è: 

do. = ?'■'" '-du 

essendo du V elemento d' ipersfera di raggio 1 ; per cui la formola supposta si 
traduce nell' altra: 

•' /■■•/(•''-t-^:-^)-<'-'/-/v" 



(') Si noti che la distanea D di due punti (x^) t (ff) presi in 8^ è rappresen- 
tata da 



^:(«, - i,l 
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dove U dinotano i valori di U sulla Op. Ora il primo membro fe indipendente 
da p, per cai ancbe tale dovrà eBsere il secondo e per calcolarne li valore os- 
serviamo che; se Uj dinota il valore di U nel punto 5j, centro dell' ipersfera 
Op , si ha: 

|.../"Uodw=L. /(Uo -UjMu + J... J0jriw=|...[(Uflp-U;)rf<a + Uj-2A 



dove ÌX iodica l'area dell' ipersfera di raggio 1. 

Qnesta relazione deve verificarsi comunque pìccolo si scelga p cosi die, que- 
sto impicciolendo indefinitamente, si ptiè rendere piccolo quanto si vaole il 
IUq - Djl sopra a. e però tale si pa6 rendere anche l' integrale di tale modulo 
il quale, dovendo essere indipendente da p, sarà necessariamento nullo. Ne di- 
scende allora dalla formola d) e dalle consitlerazloni precedenti, che: 






ohe ci dft i valori di U nell' interno di I""' mediante 1 valori ecc. 

4. Fanzlonl armoniche a derivate non regolari «ut contorno del eam- 

po — 81 consideri nna funzione U armonica soltanto nell'interno del campo!"'' 
levando la limitazione di regolarità per le derivato al contorno , e cominciamo 
dal far vedere che: 

« In ogni campo iperaferico i<'' interno al campo l^''' il valore di U nel een- 
tro i la media dei valori al contorno >. 

In vero nel campo fW la U ha derivate regolari Bulla periferia o per cui 
possiamo applicare la 1) del numero precedente relativa al centro {if) dì /'''. E 
facendo le opportune riduzioni col ricordare la prop. I' delle funzioni armoni- 
che, risulta che: 



°= = 2Ì5-'--./->-'" = s/-K" 



dove R è il raggio deli' ipersfera i'" o gli altri simboli hanno lo stesso signifi- 
cato di prima. 

Beciprocamente: 

« Se in un campo I'"' è definita una funzione U finita continua insieme alle 
derivate prime e seconde e dì piii gode della proprietà di assumere nel centro 
di ogni ipersfera i'" , tutta interna al campo^ ìa media dei valori al contorno di 
essa, sarà necessariamente in tutto il campo aì-monica*. 
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In vero si considerino due ipersfere concentriche di raggi rispettivi R ed 
H - A (A piccolo) e contenute In I"*' , ed indicati con a , e, i contorni , bì avrit 
uguagliando t due valori di U nel centro comune: 



/.../( 



dove Uj — Ug è la differenza dei due valori di.U nei due punti su o e Cj in cui 

il raggio spiccato dal centro comune | fora le due iperafere. 

Se ora dividiamo per A e si passa al lìmite per h tendente a zero, siccome 
per supposto la U possiede derivate prime contìnue, ne dednclumo che avendosi: 



14 






clic è la prima proprietà caratteristica per le funzioni armoniclie. Sicché U è 
armonica in (-'', basta allora ripetere il medesimo ragionamento per qualunque 
altra Ipersfera tutta contenuta in !>''' e il teorema risulta dimostrato. 

5. Mftsflliiil e minimi delle fonxloni armonlolie— Si abbia definita ìq un 
campo I^''' la funzione armonica U ; siccome, per definizione, essa è continua in 
lutto il campo (incluso il contorno) vi sarà almeno un punto (nell'interno o sul 
comomo) in cui assumerà il valor massimo M ed un' altro almeno in cui assu- 
mere il valor minimo m. 

€ Il ÌS. ed il m di una funzione armonica, non costante, non possono mai 
aeer luogo neW interno é sono quindi presi dalla funzione snl contorno del 
campo ». 

Suppongasi al contrario che il massimo U abbia luogo in un punto P in- 
terno al campo l'^J, faremo vedere allora che, se ciò accade, la U assumerà co- 
stantemente il valore H in ogni punto del campo e ciò contro il supposto.— Se 
difatti deacriviumo una ipersfera a col contro in P e tulta contenuta nel campo, 
allora pel teor. della media (II, 4) sarà : 

"=24-/••^.''" 

da cui : 

|. ..j(M-Uo)rfw=0 

e poiché la differenza M -Uà si mantiene sempre positiva o nulla, so ne conclude 
olle dovrl sempre essere nulla su o.— Dunque su tutta la periferia o e però an- 
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che neir interno di a (II, 2) 1» U 6 costantemente eguale ad M. Per far vedere 
ora che in un'altro punto generico Q del campo la U assume pure il valore M, 
basta congiangere ì due punti P, Q mediante una linea l (interna al campo) e 
descrivere una catena di ipersfere, interne al campo, di oni la prima e l'ultima 
abbiano i centri rispettivamente in P, Q e ciascuna abbia il centro nella prece- 
dente e sopra l ed applicare sticcessivamente II risultato sopra ottenuto. 
Tali proprietft conducono al seguente teorema ; 

6. < Se una funzione armonica è costante ai contorno del campo è tale nel- 
l'interno ». 

In vero il U ed il m sul contorno coincidono in tin unico valore costante e 
però ogni valore nell'interno, dovendo essere compreso fra M ed m, sarà uguale 
a quella costante. 

In particolare: 

< S« una funzione armonica i nulla luZ contorno è nulla pure nell'interno ». 
Ne risulta il 

Teorem» d'onlcltb per le (anslonl armonlohe a derivate non regolari 
al contorno del campo. « Due funzioni armoniche che coincidono sul contorno 
coincidono anche nell'interno del campo » ossia : 

« J valori che una funzione armonica ha sul contorno individuano in modo 
unico e determinato i valori suoi nell'interno ». " 

DI qui nasce la quistione se tali valori al contorno possano prefissarsi ad 
arbitrio ; tale quistione costituisce t'enunciato del 

7. Problema di Dlrtohlet — « Dato un campo ad r dimensioni I'"', sono 
assegnati al contomo valori arbitrari formanti su ciascuna ipersuperficie Umila- 
trice una catena finita e continua — si domanda di costruire una funzione che eia 
armonica nel campo e che sul contomo prenda quei valori prefiseati >. 

Intanto dai teoremi d'unicità sopra esposti risulta che: se esiste una solu- 
zione del problema di Dirichlet essa è unica e determinata; e si pn6 dimo- 
strare che, almeno sotto certe limitazioni rispetto alla natura del campo, sì pos- 
sono effettivamente dare ad arbitrio i valori di una fanzìone armonica sul con- 
torno. — Noi pertanto tratteremo la quistione suddetta nel caso del campo ìper- 
sferico e per questo premetteremo lo studio di due integrali importanti. 

6. Le tre formole di Oanas relative all'integrale : 



r-2./ ./ eN 



dove l'integrazione si estende al contorno del campo che si considera, D indica 
)a distanza (contata positivamente) di un punto mobile fx,) del contorno da un 
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punto fisso (|() e la derivata di =rj=j è presa nel patito generico del contorno e 
secondo la normale interna al campo In qael panto. 

Fissato il campo I"*' il valore dell'integrale suddetto dipende dalla posizione 
del punto 6sso (€j), e noi distingueremo i tre casi diversi che possono presen- 
larsf: a seconda cioè che (^,-) si trova internamente al campo, esternamente, o 
sai contorno; e corrispondentemente avremo le tre t'ormole di Ganss relative 
al dato integrale. Prima però di procederne alla ricerca vogliamo dare una: 
Interpretaslone geometrloa della tanilone tntegr'anda : 
« Oowtique 8i trovi il punto fisso 5i «t avrà lul contorno del campa 



ì 

_ _ ^, co8(DN) 

9N 



-(r-2)- 



dovt (DN) indica l'angolo ckt il raggio spiccato dal punto ^^ verso il punto mo- 
bile X( del contomo forma col raggio normale al contorno spiccato dal punto X( 
ver$o l'interno ». 

In vero, si ha intanto : 



ss ' 'd'-i m 

d'altra parte dalla 



D'=£(x,-5,V 



che esprìme il quadrato della distanza dei pumi ;, e a;,, si ricava, derivando ri- 
spetto alla normale intema nel ptinto x^: 



&D_ _ y x, - 5, dxi^ 



per definizione (Gap. I, 9) le r quantità ' ' sono i parametri direttori del rag- 

8xi 
gio che va da ?( verso xi e cosi pure le ~ sono i parametri direttori della 

normale al contorno nel punto x^ e volta verso l'interno, per cai r^r- > rappre- 
senta il coseno dell'angolo di questi dae raggi orientati nel modo detto. 

Riesce facile la discussione del segno di 9) col ricordare la proposiKione re- 
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ciproca del Cap. II, 6 e col tener conto della forma del campo e rispetto a qtie- 
sto la posizione del punto $,. 

Dopo tale premessa andiamo alla ricerca delle tre formole di Q a a s s ; per 
qtieBto, basta rifiettere che l' integrale in qnistione comparisce implicitamente 
nella formola lì (II, 3) che dà ! valori dì una funflione armonica U nell'interno 
del campo mediante i valori al contorno ecc. Detta formola vaio per ogni fan- 
eione armonica a derivate regolari al contorno, quindi, In particolare, varr& pare 
qnsndo 8Ì supponga U = L al contorno, ma allora sarà tale anche nell'interno 
(II, 6. Teor. d'unìciift) e però si ha la 

1.» formoìa di Gauss corrispo-adente al punto E^ inietno al campo: 



r-2j './ m 



« Il dato integrale in tal caso ha per valore V area dell' ipergfera di rag- 
gio 1 ». 

2.» formola di Gausn corrispondente al punto 5( estei-no al campo. 

Notiamo subito che in tal caso la funzione jr^ è armonica nel campo con 

derivate regolari al contomo, onde per la I) proprietà caratteristica di lalJ fnn- 
zioni (II, 2), si ha: 



2J J SN 



3.» formola di Gauss corrispondente al punto 5,- sul contorno del cnm' 
pò — Supporremo, per semplicità, che il campo sia un I"', limitato cioè da una 
sola ipersuperficie contorno a la cui apertura (') nel punto ?< indichiamo con 
W|, quando si immagina che 5< non sia un punto regolare. Col centro allora in 
6( e con raggio piccolo p si descriva una ìpersfera di contorno o. e leviamo dal 
campo dato la parte interna a questa iperafera; avremo cosi un nuovo campo 
I,") limitato dalla parte a' di o esterna a o. e da una porzione e', della ipersfera 
descritta. Usiamo questo artifizio per isolare il punto |j dal campo e siccome 
appunto il detto punto si trova esternamente al nuovo campo I,'" snrà appli- 



(^) Se ^/ è nn punto singolare di una ipersuperfìcie chiusa a, allora se sì con- 
giunge esso punto con i punti iniìnitaniente vicini di a, i raggi coal ottenuti costi- 
tuiscono nel loro insieme una covertura conica che dividerà lo t<|iazÌo S, in due 
regioni. Se col centro iti ^| si descrive l'ipersfera di raggio unitario, la porzione 
(ti^ di questa situata nella prima regione si dice apertura di a in ^| ; intendendo 
per prima regione quella ove trovasi una porzione di o che contenga 1^. 
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cabile la 2' fonnola di QauBB , e bì avrà: 






Ricordandoci ora che nel secondo integrale D ed N banno medesima orien- 
tazioDe e di più D = p ; sì ha: 



(:iìr^'-^' ■ 



d'altra parte 

da'. = p*""' dtù 

essendo dta l'elemento di ipersfera di raggio 1' per ctU: 



che converge verso — u^, quindi avremo: 



.-i.H'i-'-H- 

— u^ , quindi avremo: 

lim -^[■•■r^dc'=-i-f---fe4c==.6 
^r-2j J 5N r-2j J 9N « 



che è la terza formala di Oaua ». 

Si osservi che quando il punto ^i sltoato sopra a b regolare u^ = i ; cioè: 
• Il valore dell' integrale contiderato, quando il punto ^^ è regolare, uguaglia 

la media dei valori corrispondenti al caso di un punto ^{ intemo ed al caso di 

un punto S| esterno al campo », 

Dopo tale stndìo, per risolvere ii problema di Dirichlet pel campo iper* 

sferico, passiamo alto 



9. Stadio deU' Integrale 



(r-2}2Aj .1 dN 
e 

w 
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dove U rfippresenta una sacceaBione di valori prefissati snlla periferìa a di nna 
ipersfera, che asBOggettiamo alla sola coDdizione di formare ana catena flaita 
coDtinna, e gU altri simboli hanno lo stesso significato di prima. Si noti che il 
detto integrale non è altro che la prima parie del secondo membro dalla Tor- 
mola 1) del § 3, II ed il ano studio equivale a quello dell' altro 



ìil 1 D'- 



qaando Bi ricordi l' interpretazione geometrica data al § precedente della fae- 

, '^. 

Cid posto, l' integrale In discorso è una funzione 

VS,) 

del punto (^() da cui si contano le distanze D ai ponti del contorno , e nasce 
quindi spontaneo studiare il modo di comportarsi di tale finzione sìa quando E, 
varia nell' interno dell' ipersfera, sia quando ^f tende verso un punto situato sai 
contomo e di essa. 

< In qualunque campo t, intemo all' ipersfera , la funzione V(6i) *! armo- 
nica >. 

Se dìfatti, in tale campo t, facciamo muovere il punto %^ , allora 

D'^__ C08(DN) 

& Una funzione dt iXò seiQpi^e finita, continua , cbe ammette rispetto alle varia* 
bill \i le derivate parziali di ordine tanto elevato quanto si vuole e sodisfa inol- 
tre all' equazione di Laplace 1* = ; si conclude quindi , per le note regole 
di derivazione sotto il segno , che alle medesime condiBioni sodisferA anche la 
V(gf> che si ricava dalla precedente per una integrazione. 

Andiamo ora alla seconda parte del nostro studio: sia 'i^^^^ un pnoto fisso 
qualunque del contorno o, U" il valore di U in esso ed indichiamo con D* le di* 
stanze del ponto \^ dal punti del contorno, mantenendosi dunque ;i interoo al 
campo, alla considerazione della funzione V<X^) sostituiamo quella di 

V(„-n..i/...K-^??'.-o.= l/..>-n,5£^.. 

ohe differisce dalla prima della quantità costante U°. £ dimostreremo che: 
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(love r inlesrale del .econdo membro ha vm signlfleato porteltamenla dettrmi- 
nato, poiché ta funzione integranda è finita oontinna sa o ed anche in 5A Anzi 
faremo redere ohe tale conrergonsa ha luogo in tntli 1 senei ed in ognai grado; 
cioè: prefiesato nn ■, piccolo pOBltiTO, ai può tare un intorno di 5,' cosi piccolo 
che, muovendosi g, comunque in esso, si abbia sempre: 



M/,../,„..,«^.-l/,../ 



(ir - u*») 



C08(p*N) 



Per questo descriviamo, col oootro io 5,°, una iperafera con raggio piccolo 
a snfflcienza e sia o" qnella parte di rj ohe si trova internamente alla ipersfera 
descritta e o" la rimanenle. Decomponiamo allora i due integrali da confron- 
tarsi rispettivamente in due parti: 1' una corrispondente alla regione a' e l'altra 
alla regione a" di «: 

\ a o' e" 

S) ' 

]\ l [ oos{DoN) 1 f /„ „„co8(D'»N), 1 / /,,, „„,co8fD''Ni ^ 

\ a o' o" 

Ora, siccome i valori di U al contorno costituiscono una catena continua, 
cosi prefissato un e, piccolo positivo si può scegliere la detta ipersfera con rag- 
gio tanto piccolo cbe si abbia su tatta la regione o': 

IU-U»|^<E, 

coB(DN) cosfDON) . . . ,„ 

d'altra parte le quantità ' , , ■ '^_t si mantengono sempre positive (>), 

e però sarli intanto: 

I 1 / Ìtt r„.,«08(DN)j I », / Ccos(DN)^ 

o' o' 

che a fortiori sussistere se si estende l'integrale del secondo membro a tutto U 
contorno a del campo , anzi in tale supposto il sno valore diventa eguale a 21 
{ I) formola di Gauss) e quindi: 



W-h- 



B.)«-^»d 



(•) Qui consideriamo il campo concavo verso l' interno, tal* cioè che 1' angolo 
cte la normale interna in un punto x del contorno forma col raggio ohe va dal 
panto X verso il punto 5 intemo (o verso Ì^ situato sul contomo) del campo si raaa- 
tiena sempre acuto. 
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Simllmetite si giunge, come or ora, alta conolaaione obe: 

|lj.,./,n_u,"-^.|<.,, 

a' 
dednofamo perciò dalle 0) per sottrazione: 

o" e" 

BescrlTiamo ora au' altra piccola iperefera concentrica in 5i° con la primi- 
tiTa e di raggio pl& piccolo in {^lea che mnovendosi comanqae ^t nel!' Intorno 
di It", detennioato da questa nuova ìpersfera, In disaguaglianza precedente sem- 
pre auBsisterb. Ha In tale aapposto lo distanze di g| «lai punti di o" si manten- 
gono sempre superiori ad una quantità fissa, e se impiccioliamo sufficientemente 
il detto intorno la differenza 

ooa(DN) coa(D'>N) 

al pad rendere piccola quanto si vuole nei punti di a". Ne viene allora che, ser- 
bandoli U — Uo sempre Anita, si può rendere : 

e posto allora : 

Se, = e 

rìstilia dimostrato quello che si voleva. 

TratformaKione della formala 1) dimogtrata. La 1 j dimostrata può intanto 
scriverai: 
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e per ta circostanza che i, b nel)' interno e ii" sol contorno del campo si lift 
(vedi formole di Gaass): 

24J* • '} D'-' ' 2lj' ■ V D<"-' ~ 2 

to che ii" fosse an punto reg^olare del contorno 
dnce più semplicemente all'altra: 

ii„ .t /. . .kS21^ .. = u. + i/. . .fa °°''°J^' ... 

;,={," »J J D ^ 4J J Do ' 



e ciò nel sapposto che ^j° fosse an panto reg^olare del contorno; per coi ta for- 
mola scritta si ridnce più semplicemente all'altra: 



Con tale trasformazione risalta subito la 

10. Solailone del problem» di Dlrloblet pel campo Iperiferloo - 

Se R dinota il raggio dell' ipersfera considerata risalta 



dove gli altri simboli hanno il medesimo significato di prima. 

In vero: trasportata 1' origine delle coordinate nel ctsutro dell' ipersfera e 
dette Xi le coordinate di nn punto generico della periferìa abbiamo che le 

^rn~^ rappresentano i parametri direttori della congiungente il ponto Xi con 

^i e le altre — -^ rappresentano i parametri direttori della normale intema nel 
punto generico x^; per cui: 

eo6(D'N) _ t{xi-i,'>ìx, _ R'-iit% 
D" ~ DS»* KDo» 

d'altra parte: 

e Bostitaendo mi valore nella formola precedente risalta quanto si voleva. 



ragrafo precedente si tradoce, nel caso attoale dell' IperBfera, nell' altra: 



Per modo che la fonzione: 
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risolve il problema di Dirichlet per il campo ipersferiao. E ciò perchè la 
^(Si) è armonica nel campo ipersferico, ed avvicinandosi il punto $j dall' Interno 
verso Zi", situato snl contoruo, essa funzione tende al valore U" ivi prefissato 
della catena continua. 

Diverte forme della funzione ^{ii). 
a) Notiamo che nel caso dell' ipersfera la normale N nel ponto generico 
del contorno passa pel centro 0^ onde cob(DN} = co8(DB); per cai: 



b) Ricordando la relazione 0) (11,8) si ha l'altra: 

e) Una terza forma notevole si ottiene ricordando alcune proprietà trigo- 
nometriche, esposte nel § 8 Gap. 1, rispelio al triangolo individnato dal centro 
dell' ipersfera, dal punto X mobile nel campo e dal punto generico P del con- 
torno. Indicando dunqae con p la distanza del ponto X dal centro 0, con 6 l'an- 
golo che p forma col raggio B che va dal centro verso P si ha la relazione: 

p cosO + D co8(DR) = B 

da cai, ricavando il valore di cos (DR) e sostituendo, con le opportane riduzioni, 
nella forma a) sopra scritta, si ha: 



«W=|/.../u 



2R»-2pHco88-D» 



e se vogliamo ulteriormente semplificare questa forma basta ricordare che dal 
medesimo triangolo OPX e! ha pure (vedi § 8, Gap. I) 



per coi, sostitendo: 



Loglio 1905. 



D' = R* + p*-2pRcoeO 



«.)=è/-i''w-"^'- 
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DI UiNA PROPRIETÀ COMUNEEOl DNA AFFiNEDEI DETERMINANTI 
DI PUCHTA-NOETHER E DEI ClRCOLANTf 



Doti. GIOVANNI MAROLLI 



lappiamo che nn determÌDante di Puchta-Noethér (') (che chiamere- 
mo determinante P) di ordine 2" nelle a, a^ a," , si rÌBolve noi prodotto 

di 2" fattori: 



A,,Ai , 



lineare nelle a , di ana legge di formazione assai semplice (,*), e che an circo- 
lantt G di ordine n nelle a, , a, , . . . , a„ , ai risolve nel seguente prodotto di n 
fattori lineari nelle a stesse: 

U-i)U-rt 

(-1) • ?(«,)9(«,> 9(a«) 

essendo 

tf(x) = a,+ a,x + (1,3!» + ..... + a,a;"~', 

ed a, , a, , . . . , a„ , le n radici fi'"' dell' unitft. 

In qaesta Nota mi propongo di esaminare delle nnove affinità fra le das 
specie di determinanti e propriamente qnelle che risultano dal paragone dei de- 
terminanti P formati con le A (che indicheremo con F^) col determinanti C for- 
mati con le 7, (C.), e dei determinanti F formati con le 7, (F.), coi determinanti 
C formati con le A, (d). Dimostreremo: 



(>) V. Pascal — / Determinanti — Uilano 1897, pag. 107-106. 
{») V. la mia Nota in Send. IH. Lombardo (2) Voi. 38, 1905. 
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I. Che il determinante P, d'ordine 2" e il circolante C, d'ordine n $i espri- 
mono entrambi in modo eimile in funzione delle a. 

II. Che ciascuno dei determinanti P. e Ci, entrambi d'ordine 2", rinpeUiBa- 
mente costruiti con le 2" ^ di un circolante d'ordine 2" e con le 2" A. di un de- 
terminante P dello stesio ordine, si risolve nel prodotto di 2" fattori lineari utile 
a, i coefficienti delle quali, nei singoli fattori, tono dati: nel primo sviluppo, da- 
gli elementi delle succeesive linee dì un determinante pure di ordine 2", formato 
in particolar modo mediante le 2" radici (2")'"" dell' unità, e nel secondo aoiluppo, 
dagli elementi delle successive colonne del determinante stesso. 



1) €11 determinante "Pi. d'ordine i" li risolve nel prodotto: (2")'" a,a, a,"». 

1.* DlHOSTRAZIONE. 

Il teorema si verifica sabito per il determioante P* di 4» ordine. Come è 
noto, si ha: 



= (a,H a,+aj4a4)(a,— o,+a,— a^Hai+o,— Og— o^){a,-a,— Oj+aJ 



a^ Oj a, a^ 
e ponendo: 



A, = a, + Oj + dj -l- a^ 
A, = a, - a, + a, - a^ 



A. = a 



h a^- a^ — a 
'<H-'h + « 



A, A, A, Ai 

Ag A, At A, 

A, A^ A, A, 

A. A, A, A, 



= (A,+A,4-Aj+A^XA,-A,+A,-A4)(A,+A,-A,-AJ- 
■(A,-A,-A,+A4)=2'a|2*aj2*ag2*04=(2»)»'aiaja(flj. 



Ora, por limitandoci per semplicità e chiarezza dì procedimento a questo 
caso particolare, noi daremo, del teorema, una dimostrazione agevolmente esten- 
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sibile &I caso generale di an determÌDante P^ di ordine 2*. Lo echema dei segni 
delle a nelle (I) è il Begaente, di 4° ordine: 



11 qoale è formato, medlaute Io BoUema di 2° ordine: 

(3. r 'I 



come questo bÌ forma mediante i segni + e — . Vale a dire che se noi poniamo 
al poeto dei tre segni + di (3), tre Bcliemi di 2^ ordine, e al posto del Begno —, 
ano degli stessi, ma con ! aegnl molati, otteniamo appunto lo schema (2) di 4o 
ordine. 

In modo perfettamente analogo, mediaate lo schema di 4o ordine, si forma 
lo schema di 8° ordine; con quello di 8°, qnello di IG" ordine, e cosi via di se- 
guito fino ad no qualunque ordine 2". 

Data la coslituziono dello schema (2) (in generale di quello di ordine 2"), 
risaltano chiaramente espresBe in funzione delle a le 2' (in generale 2") combi- 
Quzioal lineari delle A, nel cai prodotto bÌ risolve P». 

Si vede infatti/che la simma delle A affette dai segni della prima colonna 
È 2*a, (in generale 2 'o]) ; quella delle A con i segni della seconda colonna, 
2'a,(2''a,); della terza, 2'ag(2"a,)> « della quarta 2'a4(2''a,). 

Nel caso generale, proseguendo, si perverrebbe alla somma S^a^* delle A 
affette dai segni della (2")'" colonna. 

Cosi, nel caso nostro, il prodotto delle 3' combinazioni lineari delle A ri- 
salta dato da (2*)* OiO^Ofa^ , e nel caso generale. esBendo allora tali combinazioni 
in samero di 2" , da: 



m' 



U. DiUOBTRAZIONE. 

Premettiamo che: 

e li determinante B, coitituito dalla ripeiitione di 2" linee Sj , aj , . . . , o^ nelle 
qvali 1 eegni delle a siano distribuiti gitiita lo echetna (2) , ai rieolve nel prò- 
dotto (2")* a,aj a,» ». 

OHerriamo infatti che, data la speciale disposizione dei »»gQÌ dei anol eie* 
TOL. XLIII. 85 
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nienti, se nel determinante: 



(-1)"<V 



*ggÌan(^mo alla 1» , 2« , . . . , (S""»)'"" linea rlBpettiTaraente le linee (2""> + 1)'"", 
(2""' + S)*** , . ■ ■ , (2"/"" , 0890 ai scinde nel prodotto del fattore 2*"'' per al- 
tri dne determinanti dello stesao suo tipo ma di ordine met& (2""'}, 1' ano for- 
mati dagli elementi: 



e l'altro dagli elementi: 






Analogamente operando sa entrambi i determinanti di ordine 2""* cosi ottenati 
ai risolvono cisscnno nel prodotto del fattore numerico 2*"'* (il cai quadrato 
6 2* ~') per altri dae determinanti dello stesso tipo ma di ordine 2"'', di mo- 
docbè Bo risalterà uguale ai prodotto del fattore (2*"'*}* per quattro determinanti 
del eoo tipo e d'ordine 2"'*, rispetti vilmente formati dagli elementi: 



o, ,. 






i ; a,«-i. 



Applicando la stessa operazione di decomposizione su questi determinanti, indi 
sa quelli di ordine S""' che se no ricavano e cosi via di seguito, verremo infine 

a risolTere B„ nel prodotto del fattore numerico (2* i = f2"->l 
determinanti di 2» ordine, del tipo: 



= (2—) 



per 2"^ 



dove r ed a sono tatte le coppie di nomoti interi conaecativi da 1 a 2* ; ep- 
per6 sarà: 



B, = (2»- >)* (- 2)* ■ '0,0, a,» = (2")» o, o, . 



Chiamando ora con B, il determinante £he si ric&Ta dal determinante B, 
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, a,n = 1 , si B.VTh: 



e paBseremo a dimostrare che: 

< n prodotto di un determinante fi, per un determinante B, dello tte$BO or- 
dine 2", i un determinante P* , pure d'ordine 2* ». 
Per il caso di 4° ordine, Il teorema bÌ verifica oume segue: 



Ot a, a^ a^ 
a, a, — Oj — a^ 



,1111 



l 1-1-1 
1-1-1 1 



La nostra dimostrazione, per qnesto caso, può essere generalizzata al caso 
di B, e B, determinanti dell'ordine 2". 8ar& ntile però, tener beae presente là 
costituzione dello schema (2) e la proprietà caratteristica di an determinante P, 
per cai la sua matrice pu6 immafrioarsi composta di quattro matrici quadrate 
secondo la forma 

I « M 
ìf'ì' 

cioè, ugnali qnelle abbinate secondo le diagonali e formate, ciaacnna, di un de- 
terminante P di ordine metà del primitivo. 

Eìsegnendo il prodotto per linee (colonne) dei due determinanti B^ e B, e 
dietiuKuendo in entrambi lo prime 2(2'~> nel caso generale) linee (colonne) dalle 
seconde 2 (2'~' nel caso generale), potremo scindere la formazione del prodotto 
stesso nei quattro sognentl periodi: 

1.° Moltiplicazione di ciascuna delle linee (colonne) della prima metà di 
B, per tutte le lìnee (colonne) della prima metà di B, ; ciò che dà luogo a an 
determinante a di 2° (in generale (2""')'"°; ordine. 

2.0 Holtiplicazione di ciascana delle linee (colonne) della prima metà di 
B^ per tutte le linee (colonne) della seconda metà di B^ ; cid che dà luogo a ao 
determinante p di 2o(( 2"" '/""') ordine. 

S.Q Moltiplicazione di ciasonna delle linee (colonne) della seconda mera di 
B, per tutte le lineo (colonne) della prima metà di Bj, ciò che ritorna a dare 
il determinante a. 

4.0 Uoltiplicazione di ciascuna delle linee (colonne) della seconda metà di 
B, per tutte le lìnee (colonne) delia seconda metà di Bj ciò ohe ritoma a dare 11 
determinante ':. 

Il prodotto Bg B, è quindi un determinante riducibile alla nota forma; 



; «I 
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nella qaale a e ^ Bono determinanti P, come è facile veriflcare, ripetendo sa cia- 
sonno dt essi la atQBsa considerazione svolta per il determinaDte totale. 

Ciò dimostra precisamente che 11 prodotto B^B, è nn determinaate P^ di or- 
dine 40 (in generale {2")'"""), per cai, ponendo mente ai ralorl di B„ e di Bj de! 
caso generale, arremo: 

P.=(2*)»"a,a, a,n. 

2) Venendo al circolante, dimostreremo che: 

U-il(i.-il. 

« Il circolante C,, d'ordine n, « rieolve nel prodotto: (-1) • d"*!*» *!. *• 

Come sappiamo, il circolante C di ordine n nelle a, è dato dal prodotto: 

fn~l)ln-t) 
(-1) » ?{l)ìCa)«p.«') <[(«->) 

«ve a sia nna radico primitiva n'""* dell' unità e 

(1) (p(aj) = n, + a,x + «jX* +■ + a„a:"~' ; 

qtlindi, facendo: 

^{x) = 9(1) + a«p(«) +■ a!»(p(a») -t- + a:"- Va*-') , 

11 circolante C^ si risolTerft nel prodotto: 

(2) (- 1) » *(!)*(«)+(«•) +(«"-M 

(H-l)(r.->) 
cioè, astraendo dal fattore (—1) ' , nel prodotto di n espressioni iji, ciascana 
delle qnali, lineare nelle n ^. 

Per chiarezza, consideriamo la costituzione dì nna qnalanqae di esse, ad 
etempio delia 2', 4'(a), che è della forma: 

<p(l) + aif(a) + a»(j(o») + .... + a—'^Ca"-») , 
ossia, avuto rlgaardo alla (1): 

a^ + a, -1- Oj + + a« + 

+ a ja, + a,» + a^a* + + ««a""' ( + 

+ a» la, + a,a« ■*- a,a*-» + + a„o»'""" | + 



+ (]^~'ja, + a(a"">+aja»t"-^>+ +«„<»'''' 



1){B-1)I 
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la quale, raccogliendo vi a fattor cornane a, , a, , . . . , a„ , si pab acrirere: 

a, jl + a + a» + «> + + aP-* + a""» j + 

+ a, jl + a» + {«•)» + (a')» + + («•"»)» + (a-")» j + 

+ + 

+ o„ |l + o" + (o*)" + {«»)" + + Ca"-»)** + (a"-')" I = na„. 

Un modo Bemplìce e chiaro di calcolare i coefficienti di a, , a, , . . . , a^ in eia- 
Senna delle espressioni del vari fattori ^{l) , 4'('») , ^(a*) , • • • > +(«""') i dello svi- 
luppo di Cf , lo si ha come segno. 

Costruito il determinante: 



8t»-i a»t"-» al*-!»"-!) 

noi vediamo che i coefficienti di a, , a, , . , . , «„ in una qualunque ■K^'^^') 
(r= 1 , 3 , 3 , . , . . , n— 1) vengono rispettivamente dati dalie somme dei prodotti 
degli elementi della r'*' colonna (linea) per ciascuna delle colonne (linee) del 
determinante, prese nello stesso ordine in cui si succedono. Se non che , è da 
osservarsi che di tali prodotti, n - l sono nulli. 

È anzitutto nullo il prodotto della colonna r*"" (eccettuato il caso di r = l) 
per la l*, giacché tale prodotto é la somma delle potenze {r — iy" delle n 
radici. 

1 + a-^' + a»!'-'» + + «l-iJC^») 

la quale b nullii. 

Inoltre, il prodotto della colonna r''^" per la colonna «'"" viene dato dalla 
colonna (r + » — 1)'"' qualora sia r + « — l<n,e dalla colonna (r + « — 1 — n)*"*" 
qnando sia r + < — 1 > n ; ma tatti questi prodotti sono nulli, all' infuori di quello 
della colonna r'""* per la colonna di ordine (n — i* + 2) , prodotto dato dalla som- 
ma degli elementi della 1* colonna, cioè da n. Nel nostro caso, quindi, la espres- 
sione di (Ka'"') avrà nulli tutti i coefficienti delle a, eccettuato quello di a^^^+v 
e sarà data da: 

Ora, dando ad r tutti i valori da 1 ad n — 1 otterremo ^(1) , ^(a) , . . . , ^(a*~'} 
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incoesBÌTamente dati da no,, n a,, ..■,» a, , e per conseguenza: 

fa-lìlit-ll ( — Otn-ll 

C, = (-l) • )i<i,iic.„ na, = (-l) « n'a.o,... 

0. d. d. 



(-1) > = - 1. 

per qualunque valore di n, si avrà che: Un G. e un P^ dello tinto ordine "i"^, 
tono ugvali in valore antoluto e contrari di segno. 



Passando ora al teorema n, rapproBentUmo per comodità tipo^raflca con v 
1 
la potenza 2" e con a la radice i*""* primitiva (2")""" dell' anità , di modo ohe 
le 2" radici (2")""* di 1 saranno date da; 

1 , a , o» , . . . , a»-i , 
e il determinante P. da 

9(1) ip(a) ip(«») 9(0'"') 

9(a) 9(1) (p(a») 9(a^-»j 



^(a* ') 1(0"-») (pC-") 9(1) 

ohe si Bvilappa nel segaonte prodotto di 2' fatton: 

|i(l) + 9W ^ ?(«»)+ +¥(*'"M }■ 

(1) •{r(l)-?(a) + 9{a»)- -?(«*-') j- 

.|9{l)-9(a)-9{a«) + (- l)"i(a"')[ 



?(!) = a, + a, 
9(0) = fl, + a,o 






9(a*-') = Oi + o,a*-' + «,a»'^» + + a,ot*-»K^'J, 

Sostituendo te cspresBiool (2) in (1) , ognuno dei 2* fattori risalta una fun- 
zione lineare delle a, , a, , . . . , o, , 1 cni coeCBcienti (si ricordi che et è una ra- 
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dice (3")'"* primitiva dell' nnità) sono alla loro volta funzioni lineari delle ra- 
dici ^2")'"* dell' unità, determinabili come segae. 

Per II primo fattore , essi saranno BQCcesstvamente dati dai prodotti 
ìfii t t/u > • • • > Viv 1 dalla linea (colonna): 



1 



(v elementi) 



per le varie linee (colonne) del determinante: 



per il secoodo fattore, dai prodotti Vn tVxtt • • • > Viv > della linea (colonna): 

1 -1 1 — 1 (v elementi) 

per le varie linee (colonne) del determinante stesso, e cosi vìa di segalto, coslc' 
cbè, se noi esegaiamo 11 prodotto dei due determinanti: 



. (- 1)» 



I a*"^ o*'*-« a'*"''**""' 



moltiplicando Bacceasivamente ogni linea (colonna) del primo per tatto le linee 
(colonne) del secondo, otteniamo un determinante: 



nel qaale gli elementi delle diverse linee, rappresentano I coefBcienti di 

a, , a, , . . . , a, , 
nei diversi fattori dello sviluppo di P^. 
Il determinante d è dato da: 

A, A, Av 

' =-<Kl)*(«)<I.(a») 4.(a^') 
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per 

^{x) = A, + A^ + A^* + + A,!*"»; 

oBBla, sarà: 

- C^ = Ja, + A, + Ag + + A^ [ 

• jA, + A,a + Aja* + + A^a*"^ | 

■ JA, + A,a^' + A,«*l^'t + + A.aO'-^H'-'» j 

ove le A si eaprimono in funzione delle a mediante le relazioni: 
A, = o, + o, + (», + + a, 



A, = Oj — Oj + flj ■ 



• (-1)"^ 



le quali, eostimlte nella espreseione di — C^, la trasformano nel prodotto di v 
fanzioni linenri nelle a, , a^ , . . . , a, , ì cui coeCBcieati sono anche In questo caso, 
funzioni lineari delle radici (2"}'"" dell' unità. 

Nel primo fattore, essi sono rispettivamente dati dai prodotti J/n t yti > • ■ ■ t y^ 
della linea (colonna): 

1 1 1 1 (V elementi). 

per ciascuna delie linee (colonne) del determinante : 



nel secondo fattore, dai prodotti y^^ , y^ , 



. . (-1)" 
, y^ della linea (colonna): 



1 



per le linee (colonne) del determinante ateeso, e cosi via, di modo che noi avremo 
che gli elementi delle diverse colonne del determinante D rappresenteranno i 
coefficienti di a, , Oj , . . . , a, , nei dlverai fattori in cai si risolve C^ . 

Brescia, 30 Marzo 1905. 
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NOZIONI FONDAMENTALI SULLE SUPERFICIE PAIULLELE 



dott. PAOLO CATTANEO. 



Nulla o poco tli nuov<i c'è in (|iU'sia Nota. 

Credo però che quanto in essa si trova sia qui raccolto sistematicainento 
|ier la prima volta; e mi sembra die i ]irocediinenti seguiti nell'esposizione sieno 
i più semplici e naturali. 

Dichiaro poi di ammettere senz' altro clie il lettore conosca quanto è esposto 
nei Capitoti III, IV e V delle « Lezioni dì Geometria differr.iisiale » del prof. 
Bianchi (»). 



S I. 



t. Siano Sf ed S, due Buper/icie i cui punti »i corriapondano biunivocam«itte; 
e giano P, e Pj, dae toro punti corrispondenti qualttangi. 

Riferendoci ad un sistema di assi cartesiani ortogonali OXTZ, siano rispet- 
tivamente a;, , 1/, , 2, ed aj, , y, , z, le coordinate di P, e di P,; e siano X, , T, , Z, ed 
Xj , Y, , Z, i coseni di direzione della normale alla S, in P, e della normale alla 
S, in P,. 

Prendendo sopra nna delle superficie, e corrispondentemente sali' altra, due 
sistemi di linee coordinate di parametro u e v, le 12 quantità: 

aji , y, , Zf , X; , Yj , Zj (i = 1 , 2) saranno funzioni di u e w. 

Le due superficie S, erf Sj diconsi parallele quando le normali tiei punti 
corriapondenti sono sempre coincidenti. 



(»} II ediz., voi. I, Piaa-Spoerri, 1902. 

VOL. XLIII, 
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2, Poniamo: p = ±P,Pj, intendendo preso il segno + o il segno — secondo- 
che la direzione del sugmeato PiPg coincide o non coincide colla direzione po- 
sitiva della normale alla S, in P^. 

Anche la quantità p sarà, in generale, funzione di u « v. 

Facilmente per6 si vede che , se le due superficie S^ ed 8, sono parallele, 
la quantità p e quindi anche la disfama P(P| fra i punti corrispondenti i co 
stante. 

Infatti, se le superfleie 8, ed S, sono parallele, si ha: 

£c, = ac, - pX, , y, = y, - pT, , ^j = a, - sZ, , X, = X, , Y, = Y, , Z, = Z^. 
Ponendo, qualesisia la funzione ^(x , X) di a; ed X , Z^(x , X) invece dì : 
9(a: , X) + 9{i/ , y) + 9(z , Z), 
da tali formolo si ha: 

ossia, essendo i:X(»=le S ^^Xj = T ^' X, = 0, si ha: ?^ = 0. 

do 
Analogamente ei otterrebbe: ^ = 0; e si pu6 appunto concludere che p è 

costante. 

Tale distanza fra i punti con-ispondenli di due superficie parallele dicesi 
distanza fra le superficie stesse. 

3. Dimostriamo ora che, considerando su tutte le normali ad una superficie 
Sj nei suoi punti P, e dalla stessa parte rispetto la superficie dei segmenli eguali 
P,Pj, la superficie 8, è parallela alta superficie Sg luogo dei punti P, co*l ot- 
tenuti. 

Infatti ei ha per costruzione: 

a;, = a, — AX, , j/j = y, - AY, , «, = z, — TiZ, , con A costante. 
Ne scende, che: 

*J Sw ' ^^ cu ' *^ ou ' 
ossia, per le formole già ricordate, che: \ —- X, = 0. E analogamente si ha: 
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Ma tibbÌ»mo aiiclje: /, -„*X,= 7, -=-^X, = 0. 



Essendo 



du Su cu 

?Xy hy^ dzf 



+ 0, perchè x^ , y^ , ^ì sono fanzlonì indipendenti 



di ti ,v , ed essendo £Xi* = IX,* = 1 , 8i pu6 concludere che: 

X, = Xg , Y, = r, , Z, = Z,. 

Lii retta P^P, non è dunque sollanto normale alla S, in P, , ma è anche 
normale alla Sg in P,; donde appunto vediamo che lo superBcie 8, ed S, sono 
parallele, e. t. d.. 

4. Da quanto precede abbiamo il risultato seguente: perchè le due superfi- 
cie 8, ed 8j siano parallele, è necessario e sufficiente che esista nna costante 
A tale che per ogni coppia di punii corrispondenti si abbia: 



(1) 



^ = a;, - ftX, 



y. = y. - AY. 



;, -hZ. 



La costante h ci dà, in valore assoluto, la distanza delle due superficie pa- 
rallele ed è positiva o negativa secondochè ciascun punto P, giace sulla parte 
positiva o sulla parte negativa della normale alla S, nel corrispondente punto P,, 

Ogni superficie S^ ha evidentemente due superficie parallele 8', ed S", che 
distano da S, di un dato segmento; e cai corrispondono due valori opposti della 
costante h. Tali superficie 8\ ed 8", sì dicono eqnidìttanti dalla superficie 8,. 

5. Sapponendo sempre, d'ora In poi, che le superflcic 8, ed 8^ dì cui si 
parla sieno parallele, indicliiamo con r, , pj e con r, , p, i loro raggi principali 
di curvatura. 

Come è noto, lungo le linee di curvatura relative ai raggi r^ ed r, ai ba: 



dx, ■ 



r.dX, 



dx, r= r,dX. ; 



e (|uindi, essendo 
si ha: 



Xf = x, - fiX, ed X, 
dx, dXi — ftdXi _ dx^ 



dX. 



dX, 



(iX, 



Procedendo In modo analogo relativamente ai raggi Pj e p, , abbiamo in- 
somma le formole: 



(2) 



-h e pj = p, - A ; 
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dalle qnall, ricordando quanto precede, bì vede tacilmeDte che, te due Btiperfi- 
cie tono parallele, i centri di curvatura net punti corrispondenti coincidono. 

Indicando con K< = — e con H; = -^^ — ^'le curvAtnre totale e inedia della 

aapertlcie S,-, dalle forinolo (2) si ha poi: 

'■»?* = '-iPi-M'-i + Pi} + ''*, 
ossia ; 

1 1 TT 

e, + Pj = r, + p, -2A, 



le formole notevoli: 



K»= ._./' .^ ed K,= 



1 - AH, + A'K, * 1 - AH, .- h*K,' 

6. Indichiamo con Ej , Fj , G,- , con D^ , D'; , D", , con «j , A > ?( ' coefldcicnti 
delle tre foi-me fondamentiili di S,: Idxt* , -IdxjdXj , SdX,*. 
Essendo: 

dx^ = dx^ - ftrfX, , ily^ ^ dy, - ft rf Y, , rfz, = d», — ArfZ, 



dX, = rfX, , dY, ^ dY, , dZ, = dZ, . 3i ha lesto: 
Idx^' = ^dx* + A^IdX,* 2ASda;,dX, , - l.dx^dK^ ■-= - ldx,dX, \- AldX,» 
[ E, ^ E, + A»e, + 2AD, D, = D, + Ae, 

e quindi: j P, = F, + A»/", + 2AD', | D'g = D', + A/", 

( Gj = G, f A'ff, 4- 2AD ', ' D", = D'', + Aj, 

Ricordando le note formole: 
«, = -E,K,-D,H, , /,= -F,K, -D',H, , y, = - G,K, - D",H, 
si ha dnnqne: 

E, = E,(1-A»K,) ^ D, (2- AH,)/. ' D, = D, (1 - AH,) - E,ftK, 

(4) ' F, - F,(l - A^K,) + D', (2 - AH,)A j D'^ =D', d -AH,) -F,AK, 

' 0, ^ U,(l - A'K,) (- D",(:' - AH,)A [ D", ^ D",(l AH,) - G,AK, 
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Da tali formolo si vede tosto che, se F, - D', = , ai ha pure: Fj = D', = 0; 
si vede cioè che sopra due superficie parallele sì corrispondono le linee di cur- 
vatura. 

§"■ 

7. Dalla prima delle (3) si vede tosto che, se K, = 0, è anche Kg = ; si ha 
cioè che ogni tuperftcie parallela ad una superficie sviluppabile è essa, pure svi- 
luppabile. 

Dalla prima del secondo prnppo delle (4) si vedo che, se K|=D, =0, è 
anche D, = 0; e che, essendo E, > ed A +0, se K, + e D, = , si ha: D, 4= 0. 

Abbiamo insomma che sopra due superficie sviluppabili parallele si corri- 
spondono le rette generatrici; e che è questo ruiiico caso in cui ad un sistema 
di linee aisintotiche di una superficie corrisponda un sistema di linee assintoti- 
che sopra una superficie parallela. 

Facilmente poi sì dimostra che, se due superficie parallele non sono soilup- 
pabili, i soli sistemi coniugati corrispondenti sono quelli formati dalle linee di 
curvatura. 

Infatti dalla seconda del secondo grappo dalle (4) si vedo che , essendo 
A + , se K, 4= e D,' = D,' = , deve essere F, = 0. 

8. Dimostriamo ora che, se due superficie parallele non sono ambedue a cur- 
vatura media costante, i soli sistemi ortogonali corrispondentisi sono quelli f^^' 
mati dalle linee di curvatura. 

Infatti dalla seconda del primo gruppo delle (4) ai vede che, essendo k^O, 
ae fosse F, =Pj = e D'j + 0, dovrebbe essere H, costante. E per la stessa ra- 
gione, essendo anche D'j4=0, dovrebbe essere costante anche H,. 

Viene dunque spontaneamente l'idea di determinare tntte le coppie di su- 
perficie parallele a curvatura media costante. 

9. Prima però dovremo dimostrare che, se una superfìcie ha le curoatiire to- 
tale e media costanti], essa è un piano, oppure un cilindro circolare retto, op- 
pure una sfera. 

Sia S, una tale superficie; su eaaa saramio costanti anche i raggi di curva- 
tura r, e Pi- Prese per linee coordinale le linee ili curvatara, si avrà: 

E G, 

F.=D'=0 , D,=-^ , D",--^ 

e le formolo di Codazzi ci daranno: 

dv Wj / ~ p, dv ' BjA p, / r, du 

Se fosse r, =p, , la superflcle S, sarebbe una sfera. 

Altrimenti, scegliendo opportunamente i parametri m e », si ha: E, = G, = I 
e ai vede che la superficie S, è sviluppabile e che le due quantità n^ e D", sono 
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costatiti; per la formola di Gauss una di tali quantità, ad eB. D, , Bara poi 
Dulla. EuBeiido E, = G, = 1 ed Fj = D', = D, = , la superficie S, è appunto un 
piano, se auche D",=0; ed è un cilindro circolare retto, se la costante D,"4i0. 

10. Dalla seconda delle (3) si vede che, se H, =0 ed H, è costante deve 
essere costante anche K^ ; e quindi, pel teorema precedente, la superficie ad area 
minima S^ dovrà essere un piano. 

Abbiamo dunque che, escluso il caso del piano, una superficie ad area mi- 
nima non è mai parallela ad una superficie a curvatura media costante. 

Osserviamo poi che , ove H[ sia una costante r + , se K, - , la Sj deve 

essere un cilindro circolare retto; e se E, ^ 0, ponendo h = — , dalla prima delle 

(3) si ha: K, = ^. 

e* 

Abbiamo dunque ciie, escluso il caso del cilindro circolare retto, una super- 
ficie a curvatura media costante diversa da zero è sempre parallela ad una su- 
perficie a curuatura totale costante positiva. 

11. Supponiamo ora che E, sia una costante positiva e che H, sia ana co- 
stante qualsiasi diversa da zero. 

Se anche B^ fosse costante, dal num, 9 si vedrebbe che la 8^ è una sfera. 
Supposto H, non costante, siccome dalla seconda delle (3) si ha: 

H, - AH,H, + A»KiH, = H, - 2ftK, , 

cosi Intanto st dovrà avere: 



-WI,= i, 



cioè: 



Sostituendo, si avrà quindi : 

H, H-^ = 2^, cioè: Hj* = E,. 
Si avrà insomma: 

H,=±VK^ , ed ft==F-^- 

Concludendo abbiamo l'importante teorema del Bonn et che dice: le m- 
perflcie parallele ad una superficie a curvatìira totale costante positiva K e di- 
ttanti da essa —r^ sono due superficie a curvatura media costante ± y/K. 

Ricordando i risultati del num. 10, abbiamo inoltre che , tranne il caso di 
due piani paralleli , quello di due cilindri circolari retti coassiali, quello di due 
sfere concentriche e quello indicato dal teorema del Honnet, non avviene mai 
che due superficie parallele siano ambedue a curvatura media costante. 
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13. A complemento di qaanto abbiamo dimostrato nel Qom. 8 dimoetriamo 
ora che, tranne il caso di due cilindri retti coastiali distinti {nel quale caio i 
ioti sistemi ortogonali corrispondentisi sono queUi formati dalle linee di curva- 
tura), due superficie parallele a curvatura media costante sono sempre rappre- 
sentate conformemente Vana eopra l'altra. 

Ricordiamo a tal uopo i risaltati del nnm. precedeote e il prima gruppo 
delle (4). 

Se le due saperflcie S, ed 9, sono due cilindri circolari retti coassiali, per- 
chè sia F, = F, = anche ee D', + , deve essere: AH, = 2 ; nel qual caso I due 
cilindri sono rappresentati conformemente l'uno sali' altro e sono sovrapposti, i 
pumi corrispondenti essendo simmetrici rispetto l'asse comune. 

9e le due superficie S, ed 8j sono due piani paralleli, oppure due sfere con- 

. u . u . ^1 D' D", 

cenirlche, si ha, come sappiamo: -=^ :- ' - ' 

6ono le superficie parallele a curvatnra media costante dello quali si parla nel 
toorema del B o n n e t , dalla secoudadeile (3) si ha tosto che deve essere: AHj=2. 
In ambo i casi vediamo appunto ohe le superficie S, ed 8^ sono rappresentate 
conrormemente Tana sull'altra 

§ III. 

.o r. .. ^ ,. TT DiD"i - D'i* . TT ^FiD'i - E,D", -G.D, 

13. Ricordando che: K. = —irrr =-j- ed H, = — - — -=-Tr^ — :^ — ' — ' , 

' B,G, - F,' • B,G, - F,* 

dalle (4) si ha: 

E,G, - F,» =(EiG, - F,»)-{(1 - A'K,)* - H,(l - A'K,)(2 -ftHJA f K,<2 - AH,)WJ , 

ossia: 

E,G,-Fj» = (E,G, -F,») {ft'K,-AH, + 1)». 

DI qui sì vede tosto che , se la S, è una vera superficie , ma la S, dege- 
nera in una linea; se cioè: E,G,— F,*>0, ma EjG, — F/'=0, deve essere: 
ft'K, - AH, -H ^ 0. 

Reciprocanieme, se fra K, ed H, v'è una relazione: 

c»K,-cH, + l=0, 
con e costante, ponendo A - e , si ha: E,G, — F,^ - , cioè la S, degenera in nna 

Le superficie tali che una loro superficie parallela degenera in una linea di- 
consi {') superficie canali. 

Da quanto precede abbiamo dunque il risultato seguente: perchè una super- 
ficie sia una superficie cunale è necessario e sufficiente che fra la sua curvatura 
totale S. e la sua curvatura media H vi sta una relazione: C*K — cH + 1 = , 
con e costante qualsiasi. 



(') Bianchì, 1. e, pag. 25. 
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Come caso particolare di superficie canale e' è la ifera^ la cui superlicie pa- 
rallela degenere rìtluceei ad un punto. 

14. Si vede toBto che, quando 6 Teriflcata una relazione c>K— cH + l=0, 
se K è costante, deve esserlo anche H ; e quindi dal num. 9 e! ha che fra le 
superficie canali solo le sfere e i cilindri circolari retti sodo a curvatura totale 
costante. 

Di qui facilmente si vede che, se una euperficie canale 8, è parallela ad una 
superficie a curvatura totale costante S, , essa i una sfera oppur» un cilindro 
circolare retto. 

Infatti la S^ »ar& essa pure una superflcie canale; sarA dunque una sfera 
oppure un cilindro circolare retto, e tale sarà quindi anche la superficie paral- 
lela 8,. 

Dimostriamo poi la proposizione seguente: perchè una superficie non canale 
aia parallela ad una superficie a curvatura totale costante diversa da zero è ne- 
cessario e sufficiente che vi sia una relazione lineare fra le sue curvature totale 
e media. 

Che la condizione sia necessaria si vede subito dalla priiun delle (3), sup- 
ponendo che K, sia una costante diversa da zero. 

Partiamo invece dall' ipotesi che fra K, ed E, vi sia una relazione lineare non 
omogenea: 

«K, -6H, f 1=0; 
ma che la 8, non eia una superficie canale, che cioè aia: a ^ b*. Ponendo h — b, 
la prima delle (3) ci dà: K, = ^ ^r^^, = -aK^'+h-K, = »■ ^ ' "™''° '* 
curvatura totale della S^ è appunto una costante diversa da zero. 

15. Facilmente si vede che una superficie 8, soìluppabile non piana non è 
mai parallela ad una superficie S, ad area minima. 

Infatti la 8^ sarà, pel nain. 7, essa pure sviluppabile e dal num. 9 si vede 
che deve essere un piano; tale quindi sarà anche la superficie parallela S,. 

Dimostriamo poi la proposizione seguente: perchè una superficie non seilup- 
pabile sia parallela ad una superficie ad area minima è necessario e sufficiente 
che sia costante il rapporto fra le sue curvature totale e media. 

Infatti, supposlo K, -f= e quindi Kj ^i , dalle (3) si ha: p^* = ^' - 2A. Donde 
si vede tosto che, se Hg-0, il rapporto =^ è costante: e che; se tale rapporto 
è una costante r, ponendo h=~, si deve avere H, = 0. 



16. Ricordando che K, = - 
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vediamo che le condizioni: c*K,— cH, + 1:ìO , c*-c(ri+p,)+r,p,-0 , {c-»-,)(c-Pi)=0 

sì equivalgono; e cbe si equivalgono le condizioni ~ = oost. , r, -t- p, = cost.. 

Dai nnm. 13 e IS si hanno dnnqne i riBOltati Begueuti: perchè una tuperfi. 
ài tia una tuperficie canale i neceaiario e auffleienU che na costante uno dei 
noi raggi principali di curvatura; e perchè una tuperficie aia parallela aduna 
iuper/lcie ad area minima i necessario e sufficiente che sia costante la somma dei 
ìuoi raggi principali di curvatura. 

17. Sia 8 ona superficie ad area minima; e siano S, ,S, dae sae saperflcie 
parallele eqaldlstanti. Sia P un punto qualsiasi della S; siano P) , P, i ponti cor- 
rispondenti delle 8, , S, ; alano F' , P" i centri di curvatura delle tre superficie 
parallele lo questi tre punti corrispondenti. 

Essendo la superficie 8 ad area minima, i segmenti PP' , PP" sono ugnali 
ed opposti. Essendo le superficie 8, , 8^ equidistanti dalla 8, sono eguali ed op- 
posti anche 1 segmenti PP, , PP,. Sono dunque eguali ed opposti anche i seg- 
menti F,P' , P,P" e i segmenti P,P" , P,P'. 

Abbiamo Insomma che, se le due superficie parallele 8, , S, tono equidistanti 
da una superficie ad area minima, si ha sopra esse: r, = — p, , p, = — r, 
1 

no nei punti corrispondenti eguali curvature totali. 

18. Determiniamo ora tutte le coppie di superficie parallele aventi eguali 
curvature nel punti corrispondenti. 

Per le superflole Si , S, di una tale coppia si dovrà avere: E, = K, ; osala, 

per la prima delle (8): K,(AEj - H^) =: 0. Sar& dunqae: E, = , oppure: =-' = h. 

Nel primo caso si dovrà avere anche E, = ; e le due saperAoie saranno 
entrambe STiluppabili. 

Nel secondo caso la superficie Sj è parallela ad una superficie ad area mi- 
nima e ritroviamo quindi le superficie parallele considerate nel numero pre- 
cedente. 

Abbiamo insomma che, se due superficie parailele hanno eguali curvature to- 
tali nei punti corritpondentì, esse sono sviluppabili, oppure sono equidistanti da 
una superficie ad area minima. 

19. Dimostriamo infine che, se due superficie a curvatura totale costante sono 
parallele, esse sono sviluppabili, oppure sono due sfere concentriche. 

Infatti, dalla prima delle (3) si vede tosto che , se K, e E, sono due co- 
stanti diverse da zero, deve essere costante anche H, ; pel num. d la S, deve 
dunque essere una sfera e la 8, deve quindi essere una afera concentriom alla 
prima. 

Lendlnara 1905. 
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IL TRIANGOLO DI TARTAGUA NELLO SVILDPPO DELLA POTENZA 
«""" DEL TRINOMIO 



Dott. AMERICO CAMPAGNUOLO 
(Studente nelU B. Unir, di Napoli) 



1. 1 coefficienti delle sncceesslTe potenze del trinomio a + b + c si dlepon- 
gaDo nei quadro: 



1 I 22 I t 3 1 

l|33|363|13 31 

1|14|6 12 6|4 12 12 4|14641 

secondo le regole segnenti: l») la linea (A + l)***, per fc = 1 , 2 , 3 , . . . , è divisa 
in A -l- 1 grappi; 20) l'r"" grappa 

I 6. » Cj , e. , . • . . «r I 
della (A+ l)"" si dedaee dallV"" gruppo e dall'(r- l)"" gruppo della linea A"" 
I «1 a, «r-l I &i & M 
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aecoDdo le relazioni: 

e, = 6, + a, , e, = 6, + Oj *- o, , Cj = ft, + rt, + a, , c^ = 64 + o^ + a, , . . . . 

Cr-l = K-l + «r-l + «,_i , <V = 6r + «^-l- 

2. Cì6 posto dico che i namerl della (A + l)""* lìnea sono i coefficienti dei 
termini dello evilnppo di (a + 6-l-c)*, e propriamente dico che qnelll dell' r"* 
grappo in tale linea sono i coefficienti dei termini 

cioè dei termini di grado A — r + 1 in a, termini ordinati secondo le potenze de- 
crescenti di & e crescenti di e. 

Ed infatti, puichè è facile veriflcare ette i numeri della 1% della 2> e della 
3* linea dello specchietto posto al § I , sono i coefficienti dei termini dello stì- 
Inppo di 

(a + 6 -I- cf , (a + 6 + e)' , (a + 6 + e)» 

basterà ammettere che i numeri dell' A"" linea sieno i coefficienti dei ter- 
mini dello sviluppo della potenza (A — l}**' del trinomio a+b + c, e dimostrare 
che i numeri della (ft +- 1)*" linea sono i coefficienti dei termini dello sviluppo 
della potenza A"" di tale trinomio. 

Ed infatti poiché i numeri della A"" linea sono i coefficienti dei termini dello 
sviluppo di 



{a + 6 + e)*-' = 



«i+«i+«»=n-l 



dopo aver ordinato lo svitnppo secondo le potenze decrescenti di a, si avrà che 
i ntimeri dei grappi (r — 1)"° e r"" nell' A"" linea sodo 

jh-1 JA--1 |A-1 | A-l 

|A- f t-l \t-'2 ' \h-r+l |r-8 ^ ' " ' ' [ftlr+1 [ r-fc jF^ ' |A-r+l |r-fc-l |fc-l''" 



* " ' ]A-r+I 1 1_ |r-3 ' [ A-r+1 |r-2 ' |A-r jr-l ' |A-r |r-2 II ' ' " 

| ft-l |A-1 | A-1 

■ • ■ ' |A-r |r-fc [fc-ì ' * " ' [A-r { 1 |r~2 ' |A-r |r-l ' 

e però se noi applichiamo la regola del paragrafo precedente per la formazione 
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dello Bpecchielto, avremo: 

\ h'l | h-l _[A-l[(r-l) + (A-r-l-l)] |A^ 

|ft-y| f-i [h-r + l ]r^2 j fe-r+1 {r-1 ~ [ ft-r-f 1 |t-- 

|ft-l |A-1 (A-l 

|A-r [r-2 1 1 "*" [ft-r-H [r-^aTT "^ [ft-r+1 [r-2 '^ 

> ^jA_I[(ft_r+l)+('--2)+l] [ft_ 



1!^ , ì^ , 1^ 

| ft-r I r-fc [ fc-1 Ift-r+l |r-fc-l li-l |A-r+l |r-fc |fc-2 

^ |A-l[(A-r+t)+(r-A)+(t-l)] ^ j A^ 

~ [A-r+i ['•-ATX-Ì ~ [ A-r+1 | r-fc |fc-l 



di cai i secondi membri rappredentaau i numeri dall' r*"" gruppo nella (A + 1)"" 
linea. Ma essi souo pnre i coefficienti dei termini dello sviluppo di (aA-b + c)'' 
relatirì al grappo contenente a*~^*^, dunqae I numeri della (A + 1)"" linea sono 
proprio i coefficienti dei termini dello sviluppo dì (a -t- 6 -i- c>''. 

Esempio. Sia da fare la *» potenza di a i- b + e Poiché i numeri della 5* li- 
nea dello specchietto, sono 

1, 4, 4, 6, l:ì, 6, 4, 12, 12, 4, 1,4, 6, 4,1, 
si ha 

(a + 6 + e)* = a* + ia'b + ia'c +■ 6(i*6' +■ Vìa*bc + 6aV f 4a6* h 12ofc*<! +- 
+ I2rt6c* ^- 4ac» + 6* + 46>c + 66V + 46c* + e* 
Napoli 1905. 
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SULIA CURVA CHE HA PER PODARIA UNA DATA KLLISSE ' 



Oott. rng. EUGENIO CORREALE 



Le coordinate x , y di un punto qualunque H di una ellisse riferita ai Buoi 
assi Sa , 2b sono 



l'equazione della perpendicolare in H alla retta OM, che congiange il centro 
dell' ellisse al ponto M, è 

(1) aeoBfX t baen^y -- a'cos*? — bHen'if = 

e le sue coordinate u , v sono date da 

_ ocos 9 _ ftseny 

a'cos"? + 6*Ben*(p * o*cos*9 + 6'ien*?* 

Eliminando f tra qaeste equazioni, si trova 

o*6*(«* + «*) - a*v* - b'a' = 

per equazione tangenziale della curva, la quale perciò è di 4" classe. 
Derivando (1) rispetto a 7, si ha: 

(3) — asen!p'ir + 6cos(p-!/ + 2c*aen<p008 9 =0. 



{') Nel volarne XIV degli Annali di Matematica di Gergonue i aignori Bo* 
che eTalbotal occuparono della stessa ricerca, che, non compita, non fu più 
ripresa. NA l'equaiione della corva fa esibita, né il calcolo riguardante la sua ret- 
tificazione, nò semplice ne fu la trattazione. 
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Da (1) e da (3) si trova per le coordinate a; , j/ di un punto della corva 

-(f- C*C0B»9). 

EìliminaDdo tp tra queste o tra (3) e (2) ai ha per equazione cartesiana della 
cnrva: 

c»|(a« + c»)(a»a;* + 6*y') - 9a'c*x' + 4aV{a* + e*)] 

[- (o»i» + b^y*)* + (a'x' + b»j/*)(b* + 4o»c») - 4a»6»6*J - 

- [oc»a:i3Co»a»+6»y*) - 36* - (a' +■ c*)»|]» = ; 

onde la curva è di 6o ordine. 

Tutte le proprietà di punti e tangenti di questa curva si deducono subito 
dalle espressioni, molto semplici, (4) e (2) delle rispettive coordinate. Cosi si vede 
che la curva passa pei quattro vertici dell' ellisse , ove la tocca; ha due punti 

doppi snll'asse x a distanza a; = ± — (< a) eoo tangente data da 



26c 



•2bc 



Questi punti sono reali se e > 6. È facile pure trovare i ponti ove la curva 
taglia l'ellisse, i punti alla massima o minima distanza da 0, ecc., ricerche che 
per brevità tralasciamo, contentandoci di aver dato le formole (2) e (4) a ciò ne- 
cessarie e semplicissime. 

Essendo 

dy bcotgtf 



e quindi 



da;' sen*ifi(3c" cos*9 — 6* — 2c*) ' 



(a'aea'if + &*coB»(p)*(3c*coB»(? — 6» — 2c') 



Bt vede che p i 
invece p = per 



1 diventa mai infinito , onde la curva i 
6» + 2c* 



ha flessi; si ha 



cos'f ± - 



3c» 



- < 1 , se e > 6. 
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A questo valore di cos^f corrispondono per la oarva quattro caspidl in sim- 
meiria rispetto al centro, le coordinate delle qnali sono: 



-(c'-6')', 



3s/3ac 8V3&C 

ì le coordìQ&te u , v delle rispettive tangenti sono: 

ac^IZ- -Jb* + 2c» icJS- 'J^ ^~fc* 



a^»' + 2e") + fid - i") ' a"(6' + 2c') + *•(«■ - V)' 

Dalle (4) si ha: 

^ = ??!f (- 2c' - 6« + 3ii> oos'») 

^ = 2^(2e. + i,.-3Ao.',), 



da 



_ 2c' + b*- 3c'co8'y 



\/l - ^ Ben»? dip. 



Posto — = A: , si ha: 
a 

donde 



L±i! E(fc , ^) _ ^ J' 4(fc , ,)coB»? d?. 



Ha sì ha: 

{' 1 fc» -^ 1 A* — l 

A(A: , <f) coe»¥d? = 3 *(* • fìsentpcos? + -~~ E(ft , 9) + -^^ F{k , <f) , 

e però si otterrà: 

b» = - c*4(fc , ?)sen9COS7 + b*F{,k , 9). 

Estendendo l'arco fino al panto (0 , 6) cioè per un quarto della curva, 7 va- 
rierà da a'— , e però la lunghezza totale L della cnrva Bar&: 

L = 46r,{fc , 9). 
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Finalmente per la quadratura Q dulia curva si ha; 

Q = -4 [* ^-^ (b* - c»flen»¥) ■ ?^^ (3c»cos*<p - b* - 2c») d? = 
Jo 6 a 

= rf Ift*{c» - 6*) - c>(26» + c») 8eu»!p + 3c*8ea*<p] Ben VT- 

Posto: 

A=6«(c*-6*) , B = - c»(26» + c«) , C = 3c», 
BÌ ha: 

Q = ri [Asen»? + Bflen*9 f CBen'fJd?, 

ossia 

e finalmente 

Q = -^ ( 22a»b" - 9a* - 56* ). 

Sesea Aumnca 1905. 
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SULLA DKTERMINAZIONE DELLA MASSA TOTALE 
K DEI MOMENTI l'HlNCIPALl CENTKaLI D'INERZIA 



C EdA Re SPELTA 



Queste pagine sono poggiate sulla mia Nota dal titolo Sulle sezioni princi- 
pali degli ellìgsoidi d' inerzia relativi a punti di un atse principale centrale ^t- 
neriid {'). Non è pere necesBario che il Lettore abbia, presente tale nota. 

1. Dato an sistema materiale, ne chiameremo il baricentro, H la maasa 
totale, 8 an asse principale centrale d'inerzia. Indicheremo con 0, , 0^ , O^ , . . . > 
punti qnalisivogliano dì s; con £| « Sf i ^a > * ■ ■ > '^ distanze di tali punti da 0. 

Si considerino gli ellissoidi d' inerzia relativi ad , 0, , 0, , Og , . . . , e le 
loro rispettive sezioni principali € > ^i r ^t ■ !«)■•■ > normali ad >. Siano a , b(a > b) 
I semi-assi di | ; a, , fc,(a, > b,) i semi-assi di £i ; a, , 6,(aj > bj) i semi-assi di 5j; ecc. 
Siano inoltre 7 > 7| , f j , fg , . . . , i rispettivi angoli di appiattimento di % , ii , 

!..S (■)• 

Ciò premesso, ci proponiamo la soluzione del problema: 
Siano assegnati due punti qualunque 0, , Oj di s e si conoscano due quali- 
sivogliano dei sai rapporti 

a, a, dj b| a| a^ 

b, ' Si ' a, ' b, ' b^ ' bi ' 

essejìdo t^=¥t^- 
"i b. 
Calcolare U ed inoltre determinare gli assi di ^ in grandezza e posizione- 



('}_V. Giornale di Matematiche, Voi. XLIL 

(') Come nella Nota citata, chiamo angolo di apptattimtnto di tma ditta ellisse 
il più piooolo angolo avente la secante ugnale al rapporto del grande al piccolo 
asse dell' ellisse stessa. 

VOL. ZLUI. 88 
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Quando si posseggono i rapporti — , -*, oppure i rapporti -^ , r > natural- 

mente ai vede subito se lu — 4: ~ è soddisfatta: invece ciò non si scorge a tutta 

prima negli altri tredici possibili casi inclusi nell' enunciato del problema. 

Allorii converrà osservare che nelle g , 5, , jj , Ss > ■ ■ ■ , l'angolo di appiatti- 
mento diminuisce man mano ci allontaniamo dal baricentro (v. più avanti, ai 

n. 3 {')); dimodoché bÌ può alla --i^=-T-*808tituire le sole due condizioni seguenti: 

À) 1! baricentro non deve coincidere col punto medio de! segmento 0,0,. 
(Àrsili spesso riascir& agevole verificare se tale condizione è adempiuta, o ana- 
liticamente o sperimentalmente). 

B) Entrambe le g, , §, non debbono ridursi a circonferenze. (Basterà ve- 
ri&care che una qualsiasi ellisse Èj non sì riduce ad una circonferenza, a mo- 
tivo che nelle 4 » ii > E| , ta , . . . , te eccentricità atanno fra loro come le aree (')■ 

3. Passando ora alla soluzione del quesito , si faccia anzitutto l' ipotesi di 

poasedere O, , 0, ed i rapporti — , -* (essendo — + — } ; epperò anche 9, , ip, 
0, 0, \ 0] 6( / 

vanno supposti conosciuti. 

Cominciamo col trovare le direzioni di a , b. 

A tal fine, si calcolino i momenti d' inerzia I, , I, relativi a due rette qua- 
lunque li , Ig , purché fra loro parallele , normali ad e e rispettivamente uscenti 
da 0, , Oj. Si chiami u^ 1' angolo incognito formato da l, con o,. (Come si sa, 
la direzione di a, coincide con quella ili a). 

Si avrà Wj mediante la 

cotg'9, + sen*w, I, 
cotg»9j + sen'bi, I,' 



(i) 1, = A:(cotg»?, -^ sen'w,) 

e dalla analoga per I, , essendo k una costante positiva, Anita, caratteristica di 
un asse principale centrale d' inerzia ; precisamente il valore assoluto della dif- 
ferenza fra i due momenti d' inerzia relativi ai due assi di una qualsiasi delle 

ellissi s , »i , (j , «g , . . • , ('). Epperò, colla nostra ipotesi di 7* 4^^ , k non può 

essete uguale a zero (osservazione importante per i N. seguenti). 



(^) Del resto, tale proprietà emer.^e anche dalla Nota citata. 
(>) V. Nota citata. 
{*) V. Nota citata. 
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Senonchè (esclusi i casi eccezionali di *^i = 0,u,-— j esistono dne rette 

Pi ,g,, spiccate da 0, , aormali ad s , simmetricbe rispetto ad l^ ed ognana di 
esse formaiice con /, an angolo *t>^. Quale di esse sì dovrà scegliere? 

Per decidere, si conduca per 0, , normalmente ad ■ e, ad es. , dalla mede- 
sima banda di p^ rispetto ad l^ , una retta p\ inclinata su i, di un angolo X 
qualunque, purché 



chiamando w', il più piccolo degli angoli w, ,— — w,. Si calcoli il momento d'i- 
nerzia rapporto a p',. A seconda che tale momento risulterà minore oppure mag- 
giore del momento calcolato rispetto ad I, , si concluderà che la direzione di a 
coincide oppure non coincide con quella di p^. 

Naturalmente la direzione di b si ottiene subito quando si conosca quel- 
la di a. 

3. Determiniamo ora 11 baricentro 0. 

Si calcoli il momento d'inerzia I^ relativo ad un diametro qualunque dì \g, 
ÌDClioato su Oj di un angolo ormai conosciuto tog (la ^j avendo per centro un 
punto qualsiasi 0^ di g, diverso da 0^ , Oj). Valendoci della relazione (ricavata 
dalla (1) e dalla analoga per Ig) 

cotg'yi -t- sen^Wi _ I, 
cotg*9, + sentiti, Ig ' 

otterremo f,. 

È ovvia la posizione di quando 7, risultasse uguale ad uno. degli an- 
goli if, , 9,. 

Allorché (fs non fosse uguale ad alcuno degli angoli fi , ?] , si osservi che 
dalla (1) e dalla relazione 

(2) I, = ì' ~ ^ , (cotg»5, + 6en»w,) (»). 

^ ' cotg'ip, - cotg'fp, ^ -* ■^' 

ricavasi 

(3) 
Di qui 

(4, 



00tg*»a — COlg*«, M „ , 

— 5^* — ^—-^ = -r{= costante >0, l 



cotg'y, — ootg'y, _ 8*, — S,' 
cotg*9j ~ cotg*({p, 8j' — 8,*' 



(') V. Nota citata. 
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( soo ); 

Inoltre dalla (3) si deduce che nelle i ,^i ,1% ,^, • • • , l'angolo di appiat- 
timento dimmuitce man mano ci icoatiamo dal barice.ntro ; pertanto , BUpposto, 
ad ei^ 0, intermedio fta i ponti Oi , Og , soltanto tre casi sono poesibili, cbe ora 
considereremo. 

1." caso. Si abbia 

5i > ?» > V 

Neceesa riamen le el trova all' eeterno del segmento OjOg e dalla parte di 
0,. Indicando con p , q ,r nnmeri conosciuti, avremo 



(6) 






8. 


-6, 


= y(= 


= 0,0,) 


(«) 






8. 


-«1 


'«(■=0,0,); 


di più, 


in forza della (4), 










(7) 








:v 


^ 


= ■■. 


Dalle (5) , (6) , 


- (') "1 


ottiene 
















!,= 


«v- 

'2(P- 


-P' 
■qr)- 


2." 


c<uo. Sia 













Ti > »i > ». 
0,0, g 0,0,. 
Dovrjt srlaeere tnteraamente al segmetito 0,0,. Inoltre si avr* 



(8) 


!, + 8,=r(=o.o,) 


(9) 


6, + 8, = 5(=0,OJ; 


1 a motivo della (4) 




(10) 


v-v , 
v-v '■ 



designando con p , q ,r qaantit& Dote. 
Palle (8) , (9) , (10) dedacesi 



^(p-qr) 
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3." taao. Si abbi* 

Ti > ?i > T» 
0,0, < 0|0g. 

Di sicuro giacerà ÌDlernaniente al Begmento 0,0, ; ma non bì pad a priori 
asserire se sarà situato sai segmento 0,0,, oppare sai segmento 0,0,. Si farà 
snccesBivamente l' ipotesi che cade su 0,0, e sa 0,0,. Applicando ti proce- 
dimento del caso precedente, si troveranno cosi doe paoti G, , C, , di cai ano 
sarà il baricentro. Quale ? 

Intanto può darsi che uno di essi vada subito escluso, non soddisfacendo 
alle condizioni 

6, < 8, < 6,. 

Quando 0, , C, soddisfacessero entrambi a tali disuguaglianze, si sapponga 
ad es., C, ^0, e si veda se coesistono le due relazioni (analoghe alla (4)) 

eotg'y, - colg»^, ^ 8,' - S,' 
cotg'?^ - cotg*?, S^^ - 8,* 

cotg'y, - cotg'y, ^ 8,' - 8, ' 
cotg»T4 - ootg»Tj *** - V ' 

essendo 0^ un punto preso arbitrariamente su a, diverso da 0, , 0, , 0, (uelle (11), 
(VÌI va assunta cotgVt come sola incognita). 

In caso affermativo si ooncluderà che C, coincide con O; in caso negativo, 
è C, = 0. 

Con metodo analogo si può determinare il baricentro quando 0, giacesse 
esternamente al segmento OiO,. 

4. E qui osserveremo che ormai si ottiene anche la massa totale M mercè 
la solita formola 

(13) I, -Ii=M(8,»-S,»); 

oppure, a nostro piacimento, mediante la (2). (L' impiego di entrambe le (2), (13) 
servirà come verifica delle operazioni eseguite). 

6. Troviamo finalmente le grandezze di a ,b. 

Ricavato k dalla (1) e <p dalla (3) (si ponga in questa f , = 9 , 8, = 0), si hanno 
immediatamente i valori ài a ,b mercè le relazioni (che sussistono a motivo 
della (1), applicata all' ellisse g): 

a = ^.^^ 
VT 
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Con ciò il quesito propostoci al § l è completamente risolto nell' ipotesi 
che siano dati 0, , 0, ed i rapporti 7^ , t*- 

6. Quando fosse invece realizzato nno qualanqae degli altri quattordici pos- 
sibili casi compresi nell' enunciato del problema, si può sempre ricadere nella 
detta ipotesi, osservando che le due equazioni allo quali por ipotesi soddisfano 
d^ , Ì>, a, , bj sono trasformabili (mediante espressioni somministrate dalla lì e 
dalla analoga per l'ellisse g,) in un sistema di due equazioni lineari, non omo- 
genee, col determinante dei coefBcienti non nullo, fra le incognite cotg'ipj , cotg*!p,_ 
Epperò, dopo averle risolute, si hanno immediatamente le secanti di (p, , f,, os- 
sia i rapporti ~ , ^, 

Etempio: Si abbia 



indicando con a, , ce, , ^, i momenti d' inerzia (incogniti) relativi ad 
e con pj , p, due numeri conosciuti. 
Valeadocì delle relazioni 

«1 = ftcotg*?, , Oj = ftootg*9, , gj = fc{C0tg'(f, + 1), 
trasformeremo il sistema (14) nel seguente: 

l Picotg'ip, -cotg»(p, = 
(lo) j 

f (p,- l)coig'(f,= 1 \ ecc. 

In quanto al determinante D dei coefficienti delle (15), si ha 
Quindi, atBncbè D risultasse nullo, dovrebbe essere 



E ricordando nuovamente che nelle 5 , 5, , 1» , Sg , ■ - ■ » '« eccentricità atanno 
fra loro come le aree, tutte queste ellissi dovrebbero ridursi a circonferenze, cod- 

trariamente all'ipotesi di _!;{=-*, 
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CoD Ugnale ed anche maggiore facilità si verìfica che, eziandio negli altri 
tredici poBsibili casi , il coirìspondente determinante del coefficienti deve ri- 
saltare diverso da zero. 

7. Ma, ferme rimanendo le notazioni precedenti, possiamo proporci un pro- 
blema assai più generale di qncilo enuneìato al § 1; il seguente: 

Sono assegnati due punti qualunque 0, , 0, di a ( j~ + ir) i inoltre si hanno 

le lì equazioni (n 5 2): 

(16) 2, = , Sj = 0,...,2„=0, 

dove ciascuna S rappresenta una somma di momenti d'inerzia incogniti, relatioi 
a qualisivogUano e quantisivogliano diametri di §1 > $t , ^ , •■•,€„ , ciascun mo- 
mento essendo moltiplicato per un numero noto. Non si posseggono Oj , 0^ , . . . , 0„. 
Si conoscono gli angoli formati dai delti diametri colla direzione di a ; ma 
questa direzione è incognita 

Calcolare H ed inoltre determinare gli assi di £ in grandezza e posizione. 
Dato uno qualsiasi degli infiniti possibili casi incinsi in tale enunciato, si 
potrft, in genere, rìcadere nell'ipotesi che siano conosciuti Oj , O^ ed 1 rapporti 

Si noti invero cbe le (16) sono trasformabili (marce espressioni fornite 
dalla (1) e dalle analoghe per le ellissi Si , Cg , ■ ■ ■ ■ Ì„) In un sistema di n 
equazioni lineari e di più (generalmente) non omogenee, fra le n incognite cotg*<p,. 

<=otg*Tj , cotg*?„i col determinante del coefficienti non identicamente nallo, 

In genere potremo pertanto ricavare cotg*fi , coig'ipj dalle (16), cosi trasformate. 
e ricadere, come 'venne asserito, neil' ipotesi precedente. 

8. È poi chiaro che, per ottenere il momento principale centrale d'inerzia 
rispetto all'asse s, converrà spesso (avuto M) calcolare il momento d' inerzia o, 
relativo ad una retta qualsiasi parallela ad s, situala a distanza A da tale aese^ 
e dopo applicare la consaeta formola 

Oj = MA' 

Od anche, per ottenere e (avuto U, a ,b) converrà sovente calcolare il mo* 
mento d'inerzia H rispetto ad un punto qualunque delio spazio situato a distanza A 
dal baricentro, e dopo valersi della relazione (che si stabilisce facilmente} 

a + p + o = 2(H-Mi»), 

indicando con a , ^ i momenti d'inerzia relativi ad a , &• 
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Od anche, sempre per il medeelmo flae (ricavato M , a , ft), B&rk spesso cou- 
venieate calcolare il momento d' inerzia Q rapporto ad qd piano qoalsiasi nor- 
male ad a, posto a distanza 1 dal baricentro, e poscia applicare la relazione (che 
si stabilisce pare agevolmente) 

a + p - = 2tQ - M4») , 

obiamando di nuovo a ,^ ,o l momenti d'inerzia rispetto ad a , b , t. 
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SUM/ELIMINAZIONE 



Dott. FRANCESCO GIUDICE 



I modorni sTilnppl della teoria dell' eliminazione eoa diretti specialmeute a 
stabilire legumi sempre più stretti con altre imporiaoti teorie dell' Analisi e della 
Oeoruetria, qtiali sono p. e. qnelle dei sistemi di moduli e di numeri complessi 
a più unità, delle varietà geometriche, ecc., lo proposizioni fODdamentali son rima- 
ste qnasi abbandonate nelle condizioni primitive tanto che anche nei migliori trat- 
tati d' algebra complementare o si trovano appena accennate o vi sono esposte 
in forma prolissa e, ciononostante, oscura ed incompleta. 

II Baaer, con metodo indiretto considerando primo il caso di nn'anica ra- 
dice comune e poi di due e poi di tre radici comuni, conclude che, se due equa- 
zioni di risultante R e termini noti a„ e 6„ hanno k radici comuni, deve essere 
sudriisTatta una delle due serie di k condizioni 



£6, 96*„ 

Aggiunge che allora son nulle anche tatto te derivate di R rispetto ai coefficienti 
dell' ana o dell'altra equazione fino a quelle d'ordine k~ \.. Quest'affermazio- 
ne (*) è in difetto quando le soluzioni comuni non sian dello stesso grado di 
moltif>licÌtà per le due equazioni. Se p. es. le radici comuni distinte fossero p 
ed avessero i gradi di moltiplicità p, , pj , ■ > • , Pp per Ih prima e o, , Oj , . . . , o^ 
per la seconda equazione, sarebbero nulle le derivate di R rispetto ad a„ d'or- 



(^) V. B a Q e r : Yorlesungen Uber Algebra, Leipzig 1903, pag. 67. 

TOL. XLIII 
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dine non maggiore ài o, + a, + + o^ — 1 , mentre delle derivate di B ri 

Spetto ft b^ sarebbero nulle quelle d'ordine non magiare di 



■+P,-i. 



La risultante d' un sistema, quando il numero delle equazioni superi d' uno 
quello delle incognite, sì stabilisce nul miglior modo risolvendo il problema ge- 
nerale di formare l'eqnaziooe, che ha per radici i valori del primo membro d'una 
delle equazioni corrispondenti alle solasioni del sistema, tormato dalle equazioni 
rimanenti^ Seguendo questo indirizzo nella presente nota son dati in modo molto 
Semplice e conveniente i risaltati di Bezoat, è tl'SO limpido ed intuitivo il 
concetto di risuiunte, ctiiaro ed elementare quello dì soluzione multipla. VI sono 
dati due metodi per esprimere il risultante d'un sistema di n + 1 equazioni ad 
n + 1 Incognite con determinanti d'ordine ugnale al prodotto dei gradi delle n 
equazioni meno elevate. 

Un concetto nuovo molto importante viene riconosciuto e siabilito in qaesta 
nota, quello della distinzione tra le condizioni d'esistenza di k soluzioni d'un si- 
stema, che soddisfino un'equazione nuova (v. nani. 6) e quelle d'esistenza di k 
soluzioni del sistema formato da quel primo sistema in unione eoo l' equazione 
nuova (V. num. 4;. 

1. Riàuttante ed eliminanta — Si abbiano le equazioni 

A = o , ft = o , . . . ,f„ = o , ^+. = 

dove 

ed { c^, sono coefficienti e gli u,.^ sono mouomii incogniti. Supponiamo ordinate 
le equazioni in modo cbe i loro gradi «n, , m^ , . . , , m. , m,^, non decrescano, 
sicché 



Per mezzo delle prime equazioni (') riducasi /'„^, ad una 9(0:, , , . , , a:,) che ab- 
bia solo termini non divisibili n6 per a, ', né per a;, ',..., né per «„"", cioè 
contenga, e linearmente, solo le k quantità u, , u, , . . . , u„ che sono i termini 
dello sviluppo del prodotto 



. + a,'"' ) (l + a;„ + X,* -I- . 

fc = m.m. m_ ed tt, = 



{') V. p. ss. Serrst, Cours d'Algebre Snpérieure, 1866, I, pag. 159. 
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RldacAnBi pM-im«iiti u,^ , . ■ ■ , u„f. Indicando tp(x, , ■ ■ • , x„) con g, siasi cosi 
trovato cbe 

y = a„ + a,j«, + + Oit^k 

«sS = «ji + <»»»"» + + «j»"* 

"*!' = a*i + «M«i + + «»*"*• 

Se per x, , . . . , ar^ in v, , . . . , u^ si pone un eistema dì valori che dia una so- 
lazione del sistema delle prime n equazioni e per p si pone il valore di 5(3;, ,..,,ic„) 
corrispondenie a quel sistema di valori delle incognite, l'ultimo sistema di k equa- 
zioni è soddisfatto, per cui allora 



a« 



«M-y 



Qacst' equazione ìd t/ del grado k, supposto che 11 sistema delle prime » 
equazioni, Z*, = , . ■ . ,f„ =0, abbia soltanto soluzioni finite e ne abbia k, ba dun- 
que per radici i k valori presi da ^(x, , . ■ , x„), che son pur qnelli presi da f^^t, 
co rriBponden temente alle k soluzioni del sistema delle prime n equazioni per cui, 
indicando con V, , ft > • • • t fu questi k valori di f„^.^ e con 8(y) il determinante 
primo membro della precedente equazione, si ha che 



8(0) = 



«M 



«M 



La condizione 8(0) ^ è dunque necessaria e sufficiente atBncbè almeno ana so- 
luzione del sistema ^, ^ ,...,/"„ — sia pur soluzione dell' equazione Z^^, = 0. 
E precisamente questa equazione ammette p soluzioni di quel sistema se la 
.S(y)=0 ha p radici nulle, cioè se S(0) = S'{0)= . . . = Sf''-"(0) = ed SCIcOJ+O. 
Se ei suppone cbe le equazioni contengano un'altra incognita x e siano omo- 
genee dei gradi m, , m, , . . . , m,,^., nelle incognite x, , x^ , . . . , x„ , x -, allora, 
siccome le trasformazioni accennate non distruggono 1' omogeneità ed y* è di 
fjrado km^^f , questo , ossia m,mj . . . m,^m„^, , è pure il grado di 8(0) in x. E 
vedeai che S(0) è di grado k, ossia m,wi, . . . m„ , nei coefficienti di /'„^, perchè 
8(0) = ^,^, . . , fj e ff non è altro ohe ciò che diviene /'„j.,(a:, , . . . , x„) quando 
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per X, , . , . ,x„ si pone qnel eistema di valori che dà la r*" soinzfoae del bì- 
stflma delle f,'=0, fi~0 ,. . .,f„=0, ammesso che le k aolnzionl sìan distinte 
per ordine, 

r coeflQcientl a,, risultano espressi razionalmente nei c^,,. Se 

S(0) - R{c„ , c,s ,...;... ; c„.„ , c,^.„ ,...) = H, 

R è il prodotto dei k valori che f„^, prende corrispondentemente ai k sistemi di 
valori annullanti simaltaneamenie f,,ft , ■■ ,f„, pe>^ cai il sao annullarsi è con- 
dizione necessaria e safficiente affinchè ammetta solazioni il sistema 

/,=o,A=.o r^=o,r„^, = o. 

Dicesi che R, o secondo l'uso il sno prodotto per una costante particolare, 
è risultante oppure eliminante in x del sistema delle /", = , ■ ■ . , /^ = , f^^^ = 
secondo che i c^ , non contengono incognite oppure contengono l' incognita x. 
Ed R =0 si dice equazione risultante od eliminante. 

2. Sottizioni multiple — Dopo quanto s'è detto vien naturale di porre la de- 
finizione seguente: Diceei che a, , . . . , a„ è soluzione r— upla del sistema delle 

/-, (a:, , . , . , a:„) = , . . . , /„{a- , sc„) = 

se, restando arbitrarle Cj , . . , ,c„ ,c,a, + . . . + c„n„ sia radice r — «pia dell'equa- 
zione in !/ risultante dal sistema 

/',= ,...,/■„= , CjX, + . . . h c„aj, - y = 

con l'eliminazione delle Xj , . , . , x,. 

3. Interpretaeione anatiUco-geometrica della Sisultante — Se nel primo siste- 
ma considerato si pone c^, — x„y in luogo di c^, s' ottiene questo secondo b)> 
stema: 

{c„ - a;„j/) -^ (c„ - !c,jy)«„ -t- . . . = 



(Cn-m - ^n+ny) + (Cb+u - a:»4.My)",*i» + . . . = 0. 

La sua risultante è Q(y) = 0, dove 

fl(y) = R{C(, - a„y , e„ - x^y ,...;...; c„^„ - a:„^„y , c„+„ - a!„4.,gì/ ,-..,) 

per cui 

Q(0) = R. 
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Da questo secondo BÌatema bì rioava che 



*n+li">»+tl ^ 



Se, esaendo fissate le £c„, un sistema di valori delle incognite rende agnali 
questi n + 1 rapporti ed a è valor cornane dei medesimi, tal sistema di valori dà 
ana eolnzione del secondo sistema d'equazioni dove sia posto a per y, per cai 
identicamente ìKaìsO. L'equazione Q(y) = avrà p radici ugaali ad a se gli 
n + 1 rapporti diverranno tatti uguali ad i per p sistemi di valori delle inco- 
gnite. La Q{y)=:0 ha dunque per radici quel valori ai quali divengono simulta- 
neamente nguali quegli n + l rapporti. 

Supponendo uguali ad 1 le x„ ,«»,,.. ■x„^.„ e tutte nulle l'altre x„, si vede 
che l'eqaazlone in y 

R(Cu - 1/ , c„ ,...;... ; c^„ - y , c,,„ ,...) = 0, 

ha per termine noto R ed ha per radici quei valori a cai divengono simaltanea- 
mente ugnali f% ,fi, • • • , f„t., ossia è sodddisfatta dai punti d' ugual quota di 
livello rispetto alle n+l varietà aventi per equazioni 

r,'-0 ,f, = 0,. ../'n*,=0, 

onde il prodotto di quei valori moltiplicato usualmente per un fattor costante, è 
risultante del aiatema di queste n + l equazioni. 

4. Numero delle soluzioni comuni - Il sistema considerato nel numero l ha 
precisamente j> Br>luzionÌ se l'equazione 0(^) = ha p radici nulle qualunque 
Hiano le x„. Ora. 

flW = fi + !-(x„,^-^+...t^„,.j£-_ + ...)R 

Dovrebbero dunque esser nulli, per valori arbitrarli delle cc„ , B ed i coeflScientl 
di y, di y* , . . . , di y''~* , per cui: Affinchè un tittema di n + 1 equazioni ad n 
incognite, il quale non abbia soluzioni ìnliiiiie, abbia precisamente p golusioni t 
neceasario e aufficiente che sian nulli ilriaultante del tialema e le derivate d'or- 
dine minore di p relative ai coefficienti, e non siano tutte nulle quelle d' or- 
dine p. 

5. insultante di due equazioni — L'equazione, che ha per radici i valori 
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presi ilmaltaneamente dai primi membri delle due -equazioni 



bgx" + b,x" ^ -(-...+ 6„. 



è R(ff) ■- , dove 



K(y) = 




SI potrebbero enpporre dÌBnga<ili a^ e &„ perchè, se fossero uguali, conver- 
rebbe dfminnire d'ano il grado dell'equazione più elevata per mezzo dell'altra 
equazione. Togliendo dalle orizzontali (m f Ij*" ,...,(■» + m)"" le orizzontali 
1» , 2* . . . , m"" , supposto che n non sia minore di m, ed indicando R^O) con E, 
vedeei facilmente che 

R(ff) = (- !)"(»(, - cj-y" + . . . + R 

dove e è od do secondo che n 6 maggiore di m od aguale ad m; per cui l'equa- 
zione R(y)=0 ha una radice infinita, almeno, quando 6o = ag ed n = m. Suppo- 
sto che b^ ^ e, il prodotto dei valori presi simultaneamente dai primi membri delle 
due equazioni è quindi E:(6o - e)" e , se i primi membri delle due equazioni si 
indicano con f,g ed B(f, g) ha il noto significato (•), 



K=B(ff,/) = (-l)'"-R{/,s). 

Se la caratteristica del determinante R è m^n-k, le due equazioni, per 
quanto fu detto nel namero precedente, hanno k radici comuni. 

Ora, quando le due equazioni hanno k radici comuni, il massimo comun di- 
visore D{f , g) dei loro primi membri è di tj:rado k ; se 



'Oif,g) = 



l- bx" 



. +pa! + g, 



(*) Y. Bnoyklop&difi der Hathematischen Wissensohaften, Leipzig Ì898-L90J, 
1 pag. 245, 
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f=t) , a/=0 , a!^ = 0,...,«"-Y = , j = , xg = 0,.. .,<x^^g^<ì 

diriene identico se Tlen ridotto per mezzo della eqaazione D(/* ,g} = 0, cioè per 
mezzo della 



Emo sistema si pad quindi soddisfare lasciando arbitrarie x ,x* , • • . , x*~* ed 
esprìmendo con esse se* , te*" , x*** , . . . mediante le 

a;* = oa^~' + bx^'* + . . .+px+ q 

a;*+»^ fa' + »)a^' -^ (oft + e)x*-» + . . . + («p + ^)x + aq, 

ecc. 

La caratteristica del determinante del sistema 

f = , xf=0,..., x"~'f = , j^0,...,!c"-'y = O, 

cioè di R, non può quindi esser maffgiore di tn + » — I: e dod può neppure es' 
Ber minore perchè non sodo più di k le radici comuni. Adanqae: AfflncM U due 
equazioni ( -0 , g = abbiano preciiamente k radici comuni i neceasario e mffl- 
cienU eh» la caratteTiitica del loro risultante B ita uguale alla tomma dei loro 
gradi diminuita ùi k. 

Con simile ragionamento s' arriva ad analoga concloaione anclie se il risuN 
laute ha altra Torma, p. ea. se è formato col metodo abbreviato di B e z o a t. 

6. Soluzioni di »i»tema sodditfacenti nuova equiizione — Il sistema, che s'ot- 
tiene da quello che fa detto wcondo, e considerato nel nam. 3, facendovi x^,^ 
uguale ad 1 ed ugnali a tutte l'altre x„, ha per risaltante 

S(«.i . C|» . • • ■ i • • ■ : e.. , c^ , . . . ; c„+„ - y , c„„ , . . .) 

onde l'equazione 

R + ffTj +7^a"r— + -. — O 

ba per radici 1 valori presi da y^^, corrispondentemente alle solazloni del si- 
stema delle 

A = o,/', = o..../'« = o, 
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Corrispondono quindi le radici nallc, se ve ne siano, alle solaziont di questo si- 
stema, che soddisfano anche 1' equazione f„^, = 0. Ne segue che: ÀffincM l'ettua- 
zione f„^, =: ammetta precisamente p tolueioni del stilema d'eqnationi 

fj=O,^ = 0,...,f, = 

è necessario e sufficiente che siano soddisfatte le condizioni 

K=o,^=o q^=o.^^o, 

dove R è il risultante del sistema fj = , . . . , f, = , f„+, = « c^^ è il termine 
noto di f^+v 

7. Calcolo delle solueioni comuni — Le solozioni del sistema delle equazioni 

A = o,.. .,/; = o , /„+, = 0, 

se ne ba, si calcolano comodamente (v. num. 1) per mezzo del sistema 

a., + a.jW, + . . . + a,t«t = 



Om + a*»"» + . . - 4- ajn«» = 0. 



Se f coeCBcienri contengono l' incognita a:, allora si dovrunno porre successiva- 
mente per X le radici dell' eliminante B. - 0. 

Può riascir utile l' osservazione seguente: un'equazione sia 

...-t-ow + 6tJ + ... = 

e la risultante sia R(. . . , a , ft , . . .). Siccome identicamente 

... + aw + 6b + ... = ... + (a + Vffìu f (6 - uy)v + . . . , 

una soluzione comune deve soddisfare, con p arbitraria, la condizione 

sicché, se sian p le radici comuni e quindi sian d'ordine^ le prime derivate non 
nulle, 1 p valori del rapporto — saranno dati dall' equazione 
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8. Secondo metodo di formazione del rigultante — Si può pervenire al rianl- 
taiile anche uel segaeutc modo. Si riducano y* ,y^ , • ■ • ,y^ come s'è detto di ri- 
durre y (t. num. 1) e bì ottenga che 

a,, + o„H, I ... + ««"» = 

y = b„ + fc,,Mj 4 . . , + 6u«j 

y* = &„ + &„i(g + . . . + ftjjw» 



L' equazione in y avente per radici i valori .di f,y, ODrrispondonti alle k BOJn- 
zioni del sistema A = ,...,/'„ = è 



per cui, a meno di fatiur costante d' uso, 



il risultante è 



Genova, Aprile 1905. 
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I METODI DELLA TRIPROIEZIONIi OIH'OGONAI.K 

DELIA BIPRiHEZIOiVE MONGIANA 

E DELLA BlPKOIEZiOiVE PARALLELA (BIODJGA) 

PER LA HAPPIlESENTAZiONE PIANA DELLO SPAZIO ORDINARIO 



Oott. E. AMATURO 



I. Facemmo già vedere {') come il metodo della proiezione anonomelrha 
ortogonale, liberato totalmenie da ogni concetto numerico e dì coordinate , po- 
teva esporsi ed applicarsi con la medesima semplicità e speditezza che offre il 
metodo di Monge, e perfino con (grandissima analogia nelle costruzioni, iii 
modo da eliminnre tutte quelle diftìcoità elio ne avevano reso fino allora penoBO 
il suo uso , per (|uaDto la efficacia (*) dell» rnppresentazione facesse surapre- 
più desiderare ai cultori della Geometria descrittiva, che hanno la chiara visione 
delia sua finalità, che uc fosse sempliiicaio il suo meccanismo per diffonderne 
l'impiego per utilità delle scienze applicate {'). Ora ci proponiamo far vedere 
come la cennata rappresentazione si possa e si debba ottenere spogliata atiche 
di ogni superfluo legame ad asti fondamentali di riferimento, poiché, da una 
parte, non devesi confondere il vantaggio di rappresentare un corpo , che p'>s- 
segga as9f, che ne regolano la costruzione, col bisogno di riferire a quegli assi 
tutto lo spazio; e, dall'altra parte, non devesi dimenticare che per la Geomoiria 



{') Assonometria ortogonale e sue applicazioni, Napoli, Tip, Aco. Scienze 1903,— 
e Lezioni di Geometria descrittiva, dettate nella K. Università di Napoli, Napcli, 
Edit. Alvano 1904-05, ove il metodo dulia proiezione assonometrica è presentato ti 
sviluppato uniforioemente a quelli delle proiezioni ortogonali, centrati e bicentrali. 

{*) ed, arti.jticameiile, la belleKiia, 

(*) L' Accademia Pontaniana di Napoli allo scopo medesimo bandi nel 1900 
un concorso, il cui premio, però, non fu assegnato ad alcuno dei concorrenti. 
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(leBcrittlva non occorre determinare la posizione degli elcmenli considerati dolio 
spazio rispetto a dati elemenri di riredmeiito, ma semplicemente la loro j^on- 
itone relativa, Epperd In imagine, data dalla proiezione ani qaadro , per deter- 
minnre l'oggetto avendo bisogno di essere associata alla biproiezione rispetto ad 
un solo coordinato, risnita indipendente dalln scelta degli assi e del centro in detto 
coordinato , onde la presenza di questi elementi net disegno ne costitaisce nn 
iiignnibro inutile od anche dannoso. £ però crediamo, dopo le considerazioni che se- 
guiranno, sia giastifìc)«to che si debba lasciare alla storia della Geometria perfino la 
(lenomioazione xAaioHometria'', che non risponde, come si vedrà, ad una necessaria 
derivazione dagli assi della lappresen fazione sul quadro , a meno che non si 
volesse rispettare (jnel nome in omaggio al prof. Farisei), ohe pare sia stato 
il primo a ricavare dalle coordinate cartesiane la rappresentazione, di cni ci in- 
tra (teniamo. 

2. Lo spazio ordinario di oo' panli è rapppreseniabile, come é noto, sopra 
un pi;ino a assunto per quadro sfoglio di disegno) dalle <x' coppie di punti di 
<|uesto piano soggette ad una condizione. Fra le condizioni la più semplice d 
•|iicll,i che I punii di una coppia stiuii'i su rette di nn» stessa direzione. Le di- 
verse operazioni per risalire dulia ci'|ipia rappresentatrice al punto dello spazio, 
n viceversa, d&nno luogo a diversi sisiemi di rappresentazione. 

Sul quadro a assamiamo due direzioni~cos(n»(/ della rappresenlaziune— l'una 
T, perpendicolare alla direzione, che indicliercini) con x~*, della congìangente i 
punti della coppia, e l'altra ff inclinala ad x dì un angolo, che diremo 90" — tu. 
Si Jmagini un qualunque piano ^ inclinato ad a dell'angolo w, intetsecanie a in 
una retta della direzione x; allora per punto (M) dello spazio, la cui coppia sia 
M e Jfj, si può assumere: 

a] il punto (M) d' intersezione della perpendicolare da M ad a e .u la per- 
pendicolare da M, a ^; 

b) il pnnto (M) d'intersezione della perpendicolare da M ad i con la per- 
[lendicolare a ^ condotta dal punto (M*) ove ^ è incontrato dalla perpendicolare 
ad a condotta da U, = M' ; 

cj il punto (M) d' intersezione della perpendicolare da M ad a con la per- 
lundicolare a f condotta dal punto (M'j ove J è incontrato dalla perpendicolare 
da M, Si Mj ad nno dei piani biseltori degli angoli Tra i e f. 

Nascono cosi tre metodi di rappresentazione dello spazio, che diinno la stessa 
imaffino sul (|uadro a: il primo è una particolare proi''Zione bicontralc, non an- 
cora considerata, il secondo è quello dell'assonometria, il terzo può conside- 
rai-si qual raeiodo di Monge esteso a dac pia^ni obliqui « e ^. 

Il primo metodo lo denomineremo dalla biproie-inne parallela o proiezione 
hiòdhja (in doppia direzione), il secondo della trij>roiezione ortogonale, il terzo 
della W/^roiVzjon* -tfort.fffrtrta. Inoltre chiameremo M la proiezione , M, \' mitiproie- 
zioue, M' la biproiezione, Mg la rÌpvoÌezÌone di (M) sul quadro, e (M') la sua se- 
fonrfa proiezione su 3. 

Useremo le notazioni 

(M) = U - H, = M - H' = M - M, 
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e ohiamsremo anche M In imagine di (M) o proiezione principale, ed M[ , ov- 
vero M', ovvero Mj la imagine o proiezione secondaria. 

Evidentemente per u - 90°, M, e M' sono lispetcivamente all' infinito di i"' 
o sulla X, e la proiez'ODe Mongìana viene a coincidere con I' ordinario metodo 
di M o n g e. 

Essendo fissato un piano ^ (piano secondario di proiezione) di traccia x, tutte 
le ceunLtte costruzioni , che permettono di passare dal punto (M) alle dette tre 
coppie rappresentatrici, e per converso, atanno nel piano per (M) normale ad a;, clie 
chiameremo piano di profilo per (M), e possono pensarsi esser quelle eseguite sul 
quadro sostituendo alle perpendicolari da M e M' ad 7 ed a quelle da U, a ^ e da 
M, ai piani bieetiori dei diedri [a. , f) le perpendicolari per i detti punti rispettiva- 
mente alla retta x:~'^MM'M,M. , ad y ed allo bisettrici degli angoli (x~^ , y), consi- 
derando .-c~> e y quali intersezioni di a e ^ col plano di profilo. Allora (M) e [W) 
assumono sul quadro posizioni che indicheremo con M* ed M',. 

Dalle stesse costruzioni risultano le relazioni che ligano i punti M, , M' , M, 
e Mo, nell'incontro di x~' per M con la x, per modo che dato uno del ponti 
M, , M' , Mj si ricavano gli altri conoscendo la direzione y, la cui direzione nor- 
male, chiameremo y~'. Risalta pure che il segmento MU* è la distanza di (Mj da 
a, che chiameremo quota principale del punto, — che il segmento M*M'j è la di- 
stanza di (M) da p , che chiameremo seconda quota (0 secondaria) dello stesso piiu- 
10, — che il segmento M',M' ò la distanza della seconda proiezione d^l quadro, —che 
M, e M' sono reciproci rispetto al circolo di centro M,, raggio M',Mo, distanza 
della seconda proiezione dalla traccia di f su a, KÌrcoìo che porta o proietta cir- 
colarmente (') da Mfl la seconda proiezione del punto (M) sulla sua riproitsiouii 
Mj, — ed infine, che Mo e U, sono antireciproci rispetto al circolo di centro la bi- 
proiezlone e raggio la distanza della seconda proiezione dal quadro. 

Sono notevoli le rapprentflzioni dei punti del piano f pei quali si ha MsM',- 
del piano « pei quali MsM|, — dei piani biseitori, primo e secondo, del diedro 
dei piani a e p pei qnali M e M, sono simmetrici rispetto a x, ovvero coinci- 
denti, — dei piani per x perpendicolari al quadro o alla giaciinra di ^ pei quali 
M o Mj stanno su x. 

3. La retta (a) dei punti (M) e (N), rappresentati da M — M' e N — N', ovvero 
M — M, e N — N, , ovvero M ~ M, e N - N, , sarà rappresentata da a = MN proie- 
zione dì (a), luogo delle proiezioni dei suol punii, associala ad a' = WN', biproie- 
zione, ovvero alla a, = M,N, , antiproiezione , ovvero alla a, = M,N, , riproieziont 
della medesima retta (a), rispettivamente luogo delle bìproiezioni, delle antiproie- 
zioni, delle riproiezioni dei suoi punti; e sì userà la notazione 

(a) = a — a' = a-- a, = o — a,. 

Fissato un piano ^ e data nua delle rette a^ ,a' e a, si determineranna 



(') Per semplificare il discorso si è creduto opportuno servirsi qui ed in se- 
guito di questa espressione, a similitudine del proiettare da un punto un altm na 
di una data retta, per esprimere che merco la circonferenza di centro Mg e raggio 
U(M'J si è costruito su a:~' il punto Mj tale che MgM| = Mo(M'). 
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h: alire nnalogamente a qDanto si è detto per i punti , e gioverà iiotiirc che 
A^A, =n-a, è il punto ove (a) incontra a, detto trnccia principale (ohe bì 
trova pure sulla congiungenle M*N*),— che BsB'~«-«' èil punto ove («) incon- 
tra il piano ^, detto seconda traccia, - che C = C, = wa, è il punto ove (a) incontra 
il secondo piano biaettore del diedro (a , ^i, - che il punto a-a'^, ove a'^ è la Blinme- 
trica di a, rispetto ad x, è la proiezione del punto ove (a) incontra il primo piano 
bifiettora del diedro anzidetto, — dia il punto a>j; é la proiezione del punto ove (<i/ 
incontra il piano per x perpendicolaro ad a , — che R'sil punto a^-x = a'xs a,x 
è la riproiezione del punto ove {ai incontra il piapo per a: perpendicolare al piano 
^, ed ò il punto ove a è incontrata dalla seconda proiezione di (a), cioè (U'N'), 
ed è Bul quadro il punto a:'M',N',. 

Sodo notevoli le rappresentazioni delle rette dì ^ per le quali a^a' ed 
<i e n, , ovvero a ed a, , bì tagliano su x, e quelle delle rotte di a per le quali 
a ^ a, e a ed a', ovvero a ed a^ , si tagliano sa a;. 

Sono ovvie, poi, le coudizioni che esprimono il paralielisuiu dì rette tra loro 
ai piani a e ^. 

Rette perpendicolari al quadro (ovvero a ^) hanno la proiezione (ovvero la 
bìpi'oieziona , o 1' antiproiezione , o la riproiezione} raccolta ìn un punto della 
bipi'oieziono (proiezione) ovvero an ti proiezione o rìpi'oiuzioiie. Si dirà la proie- 
zione a dalla retta (a) essere la sua imaginc o proiezione principale, chiamando 
genericamente proiezione secondaria la a' , la u, o a^. 

4. Il piano it^a.fc) delle rette (ui^a—a'^a-a^=a~a^ e {h)^b-b'^b-b^^b~b^ 
incidenti in (N), è dalle medesime rappresentato , e da esse s! possono dedurre 
le rappresentazioni di quante altre rette e punti si vogliono appartenenti a i:. 

Ciiianiato con a^s' la congiungente i pumi aa' e b-b', coìì p^p^ la con- 
gìungente i punti a-a, e b■h^ e con q = qs la congiuiigente i punti a-a^ e b'b.^, 
si deduce che la proiezione ed ant/proirzione , la proiezione e biprotezione , 
i& proiezione e riproiezione del sistema piano ic sono omologiche affini nella dire- 
zione a:~' e rispettivamente con assi p , » e q , chiamati ordinatamente traccia 
prima o principale, traccia feconda e traccia aggiunta, lo quali convengono in 
ano stesso punto Q di x o rappresentano le intersezioni di i: con a , f; e col se- 
condo piano bia.Liorj del diedro da loro formato. 

Ci)3i pure le antiproiczionl, biproiezioni e riproiezioni dello stesso sistema piano 
sono a due a due omologiche affluì tra loro nella direzione a;"' e asse x. 

Nei sistemi di rappresentazione che studiamo conviene assegnare lu rispet- 
tivamente per le tracce prima e seconda, rappresentandole [con p, e « , p ed 
»' , p «d «g, e si useranno le notazioni 

Risultano evidenti le rappnsontazioni di piani paralleli tra loro o con i 
piani a e ^. 

I piani perpendicolari al quadro (ovvero al piano g) hanno tutta la proie- 
zione (ovvero tutta la biproiczioue, come pure la antiprolozioiie e la riproiezione) 
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raccolta nella prtma Iraccin (ovvero seconda traccia, riproiezione della Beciin<la 
traccia) la qaate è retta corrispondente all' ami proiezione e riprolezione ( alla 
traccia principale) nell' affinila che rappresenta ^ (che rappresenta a). 

5, Da quaiilo si é detto si capisce sabito che per la rlsolQzione dei problemi 
di posizione, tra cm principali usino quello del proiettare una H^ura sn di on 
piano, occorrendo conoscere di ^ I» sola i^iacitara e qnlndi la direzione a"', non 
vi è nulla da mutare a quanto si dice e si fa ordinariamente nella proiezione di 
Monge, poiché M ed U', M ed M, , M ed M^ tolgono il posto delle due proie- 
zioni oriezontale e veriicalo , confermando quanto in altra occasione facemmo 
notare (•). 

6. Faremo, invece, vedere come possonsì risolvere i problemi fondamebtali 
di grandezza dai quali ogni altro simile dipende. 

Qui occorre fissare an piano ^ per ogni problemi), assegnando perciò la 
a; e la y, 

I detti problemi sono: 

a) Costruire la proiteione di grandezza (*) di «» piano ^ , ovvero, se si 
vuole, ribaltare un piano ^ sul quadro. 

Evidentemente il problema si riduce a costruire la riprolezione di ^, qua- 
lora non si faccia uso della proiezione M o n g ì a n a : In tale ipotesi, dopo quanto 
si è detio l'affinità di asse x e coppia di punti corrispondenti M^M' (ovvero 
M^M, ) e la sua riprolezione M, , trasforma l' imagine di ogni figura di ^ Ìd 
una figura a questa eguale. 

Questa affinità risolve, adiiiii|ue, tatti i problemi di grandezza del piano ^. 

Ad es,, da (U) di ^ volendo condurre la perpendicolare alla retta (aj dello 
stesso piano si costmiià la riproiezione a, ctirrispondente di asa' {ovvero a = «,) 
nella suddetta affinità, e la perpendicolare b^ per lA, ad Oj , la cui corrispondente 
br^h' (ovvero b^b,) sarà la retta corcata. 

Più semplicemente, si ha, poi, per questo problema, che la biproieziane 6' 
è la perpendicolare da M' all'antiproiezione a, di a, che la an ti proiezione 6, è 
la perpendicolare da M,alla biproiezrone a' di a, , e che la riprolezione 6, è la 
perpendicolare per M, alla riprolezione »j di (a). 

h) Costruire la proiezione di grandezza di un piano i perpendicolare a %. 

II piano Y s'*^ deflniio dalle sue tracce p^^-s', ovvero ^-j — «»,y' '® quali 
si corrispoudono nell'afiiniià di asse x e punti corrispondenti M'^M e M, se è 
data »\^^s^, ovvero punii corrispondenii N,^N e N' si è assegnata p^^^p^, 
ovvero punti corri spond enti K^ e Ni=3N se é data s^... 

Chiamato H, l'incontro di ;> con la perpendicolare dal punto M^M' lovvero 
dalla biproiezione del punto M— Mj , ovvero dalla biproiezione del punto N— Ng) 
portando su questa in M" circolarmente da H, il punto sulla parallela a p, da 



{•) V. le pubblica',! oni di cui alla note (') della pagina 1. 
(*) V. Amaturo.—l metodi della Geometria descrittiva. Giornale di Battagliti 
Voi. XLIIl. 
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M'(^N') ottenuto purtandovì Id', circolarmeli tv dallo slesso M', si avi'& che M" 
è il corrispoadente di M' nell» omologia di grancttizza del piano y sul quadro, il cai 
asse è p , 

Si noterìi che M" poteva ottenersi nell' incontro della delta perpendicolare 
it 7>^ da M con la circonferenza di diametro QM,, poiché Q ed M, sono le tracce 
sul quadro di due rette ortogonali di f passami pei (M). 

Se (RP) è un segmento di una retta (n) di -j ed (A)^A — A^ la sua trac- 
cia principale, sarà WP' , corrispondente nella detta affinità della proiezione KP, 
la sua grandezza: ed analoga tu ente se PiP", è sulla normale da P, a «, ^ eguale 
a P',P*, distanza di (P) da ^, sarà AiP", la proiezione di grandezza di («) e 
P'',R'', la grandezza del segmento considerato. 

e) Costruire la proiezione di grandezza dal piano n perpandicolare al quadro. 

Il piano [JL sia definito dalla sua traccia principale p^ e dal punto M -^ M' ^ M — 
- M, ^ M - M, la cui proiezione appartiene a p^. 

So da K si ooadace la perpendicolare s.p^, e su di eesa si porta lu M* circolar- 
mente da M il ponto K*(cbe determina la quota principale di (M)) si ha la cercata 
proiezione di esso. Per avere la proiezione di un altro punto (N) si determina la trao> 
eia priDcipale T della retta (liIN} = (a), la quale si ba nell'intersezione di a e a,, 
ovvero nella proiezione corrispondente a T'^o'*/»', ovvero nella proiezione di 
T,^a,'P,; sarà allora a" s WV la proiezione di grandezza di (a), sulla quale la 
perpendicolare ad u da N determinerà N**, onde sarà U*'N'', ad ee., la grandezza 
del segmento (MN). 

OiovH, però, notare che se si hanno i punti M — H' ed N — N' si può sempli- 
ficare la costruzione della loro distanza scegliendo il piano ^ in modo che la 
sua traccia x passi pel punto a- a', che coinciderà con T. 

d) Costruire la proiezione di grandezza di un piano generico j:. 

Sia p, la traccia principale ed M - M' , ovvero M — M, , ovvero M — M, 
un punto qualunque di esso. Determinata la quota principale di (K) ed il 
punto H in cui p è incontrata dolla perpendicolare per M , su dì questa ai 
porta in M° circolarmente da U II punto della parallela a p da H in cui si è 
portato circolarmente da M il punto M*, sarà W il corrispondente di (Uj nella 
proiezione cercata. 

Se il piano t: è dato per le due tracce, sì assumerà (M) sulla traccia secoa> 
darla. Se p^ non è data, conoscendosi del piano solo due rette genoriche (a) e (6), 
esea et determinerà nel modo indicato nel n. 4. 

e) Costruire per un punto {M)=M — M'sM - M, =M -M, la perpendico- 
lare ad un piano K = p^— t'^^p^- g,_, ^j>„ — i, ,. 

La perpendicolare avrà la proiezione per ti perpendicolare alla traccia 
principale, la biproiezione per M' perpendicolare alla antiproiezìone di »',, l'an- 
tiproiezione per M, perpendicolare alla biproiezione di «i_,, la riproiezione per 
Mg perpendicolare a «^ „. 

Se n non è assegnato per le tracce, di esse saranno cercate le direzioni per 
applicare le precedenti costrazioni. 

f) Costruire per un punto (M) = M - M' s M - Jf , » M — M, il piano t 
perpendicolare alla retta (a) ^a - a' s i* — a, ^ o — «j. 
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Un piano porpcndicolaro ad (a) si «Uiéiio per lo tracce uonducundo da un 
pniitcì Q di X la primii traccia p^Pi perpendicolare ad a, ta seconda traccia 
e^s' perpendicolare all' antiproiezlone a,, ovvero la », perpendicolare alla bi- 
proiezione a', ovvero la s^ perpendicolare alla riproiezione Oji onde il plano per 
(M) sarà individuato dalle dae rette parallele, ccndotte per (H), alla (p) ed alla 
(s), la prima appartenente al qnadro l'altra al piano fi. 

7. Per la facile costruzione dei problemi metrici può occorrere cbe ^ sia un 
piano determinato, onde faremo vedere come ciò si possa ottenere risolvendo il 
problema: 

Determinare la proiezione secondaria di una figura (<!■) quando'^ii assmne 
il piano Y per tecondo piano di riferimento, 
a) Sia Y perpendicolare a fi. 

Le p.^ e s'y sì corrispondono nella affinità di asse x in cui la p^ sta an- 
tiproiozione di a'^, ed annlogamente per «g,. Sarà p^^x, e la y, sarò deter- 
minata dalla conoscenza della quota principale di un punto (N) del piano f , 
ad ea. N^N' su a', o N^ su «,, Sarà N ^N'^N'^ e si ricaveranno Nj_^ e^i.-ti 
il primo dei quali in P, incontro di x colla aji"' di N, il secondo si troverà sulla 
stessa 35,"' di N proiettandovi da No, circolarmente N* dì j/,, ovvero è il punto di 
a;,"*, ove è tagliata dalla semicirconferenza di diametro QN,. 

La novella biproieziono M'^ di un punto (M) di (<I>) si otterrà subito nel punto di 
incontro della x,~^ di M con la a:"' pel punto ove «'^ si taglia con la a;,"' di M', 
ovvero con la x~^ pel punto ove la a! è tagliata dalla perpendicolare ad »'^ per M, , 
o in fine con la a;~* pei punto ove la z è tagliata dalla perpendicolare da M, ad 
Bjy la novella an ti proiezione M,., si otterrà, anzlctiè ricavarla' da' M' , nell' in- 
contro della stessa a:,~' di M con la perpendicolare ad «' per M,: ed, infine, la no- 
vella riproiezione M, , sarà corrispondente di M'^ nella proiezione di grandezza dì 
Y (n. 6, II), qualora non si vorrà ricavarla dalla distanza della novella seconda 
proiezione da x,. 

Evidentemente il piano ^ sarà rappresentato rispetto ai piani a e y '^'^ 
p^ = x e »'g = s\. 

Se (M) appartiene ad un piano ;jl, e per brevità sì chiamano con {i , )i' , [i^ , m 
rispettivamente la proiezione, biprotezìone eoe... dei sistema piano, si ricavano le 
relazioni di omologia che intercedono ad es. tra [i e p.'- , . . , 

Poiché P è l'incontro di x con Xi"^ di N^N', saranno PN, ^ps eJPN'^s'j le 
tracce, di un terzo piano 8 che con p e y detiniace un triedro trìrettangolo di 
vertice N^N'; e volendo assumere S per novello secondo piano, la a:,"' sarà la 
QN' e la y^ nonché N, j , Nj j , ovvero M'g , M, j e Mg j si ricaveranno come in- 
nanzi. 

b) Sia Y un piano generico. 

Se Y è assegnato per la iraccia principale p.^ e pel punto (N) ^ N — 
— N'^N — N, ^N — Nj , sarà p^^x^ e N^N', , onde y, si ricaverà, come 
innanzi, conoscendo la qaota principale del punto (N), e si determineranno altresì 
N, .( e Nj , con le solile costruzioni. 

Considerando il punto {M) di (*), se ne costruirà ia qnota principale MM* e 



e bv Google 



)( 321 )( 

si coiidarranno la a;,"* e io. x, per M; indi sa x, ai porterà'circolaniiente da U 
ii punto M* in M*^; la j/,~' per questo punto darà il punto M,^ su la a;,"', e 
quindi ai ricaverà M'^ , il cui corrispondente nella proiezione di grandezza di y sul 
quadro sarà la novella riproiezione Mg ^. 

Se (M) appartiene al pfano [i evidentemente il relativo sistema delle proiezioni 
e delle nuove biproiezioni sono affini con l'asse nella proiezione della retta di in- 
tersezione dei piani [ì,y 6 nella direzione a-'i"' , ed analogamente per i sistemi 
delle proiezioni e dette nuove antjproiezioni, mentre il sistema delle biproiezioni 
e delle an ti proiezioni nuove sono affini con l'asse in x, e direzione la x,~K 

8. Quanto è stato esposto dei tre considerati metodi di rappresentazione è 
più che sufficiente per conctiiudcre come essi, a similitudine di quello di M o n ^ e , 
possono essere impiegati senza preoccupazione di difficoltà di esecuzione, solo 
avendo di mira nella scelta i vantaggi che ciascuno di questi metodi priisenta. 
Anzi, noi crediamo che essi sieuo 1 più opportuni per le applicazioni della 
Geometria descrittiva, ad es., al taglio dello pietre e dei legnami , alle macchi- 
ne , ecc. ed in generale ai particolari di costruzioni, ed ogni qual volta alio 
studio detta forma dell'oggetto è nccoppitita la ricerca delle relative misure: 
perchè nei metodi esposti , essendo arbitrarla la posizione relativa dei piani % 
e ^, se ne potrà scegliere uno, }, silfattamente collocato rispetto all' oggetto da 
renderne semplici, per quanto è possibile, le costruzioni, e di poi scegliere l'al- 
tro, il quadro, affatto indipendente dal primo , (non come nella proiezione di 
Monge ove esso é obbligato ad euser perpendicolare all'altro) in modo cbe 
dalla proiezione su di esso ci si posssa formare una sufficiente adeguata idea 
della forma dell'oggetto medesimo. Invece, la proiezione di M o n g e sarà sempre 
riservata alla Architettara, tanto civile che navale, perchè insuparabilc nel fornire 
tutti gli elementi di grandezza di un corpo, di cui non occorre la forma dell'insie- 
me, ovvero è ben nota per trascurarla; e sarà limitato l'impiego delia proie- 
zione centrale alla ricerca delta prospettiva dell'oggetto, cioè ai quadri, e quello 
<letla proiezione bicentrale allo atndio geometrico e specifico di linee o su- 
perficie. E siamo convinti che tutti questi metodi, specie se svolti con uniforroità 
di indirizzo, debbono formare il solo argomento di un corso di lezioni di Geometria 
degcrtttiva per gli allievi ingegneri, se si vuole che questa disciplina abbia il sno 
scopo utile. Tutti sappiamo che gli altri metodi già esistenti, e gli infiniti altri che 
si possono imaginare per la rappresentazione ordinaria dello spazio, come casi 
particolari della rappresentazione di una varietà su di un' altra , possono fornire 
materiadi studio e di ricerche; ma considerazioni di tal genere, se mai possono avere 
importanza per lo studio delta pura geometria, nutta ne hanno per lo scopo delta 
Geometria descrittiva, la quale può bensì profittare dette conoscenze che la odierna 
Geometria possiede e della generalità ed astrazioni che ne caratterizzano i suoi 
progressi, ma solo e per quanto sostanzialmente possa con quelle veder semplificate 
le sue costruzioni o accresciuta la conoscenza di enti rappresentabili sul quadro e 
delle relative proprietà; poiché non è serio neppure pensare di poter ottenere da tati 
generalizzazioni ed astrazioni eventuali semplificazioni dei suoi metodi o quanto 
meno della sua esposizione. Tutte le considerazioni generali, quindi, i metodi 
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generallflsiniì di rappresentazioni, le coordinazioni di essi, e la loro dipendenza 
da altri prìncipii generali, a cni qaalcnno vnol dare molta importanza, soa tntle 
cose che ogni più modesto insegnante di Geometria desorìttiTa ha certamente e 
sabìto visto facilmente consegaire dai progressi geometrici e dai relativi me- 
todi di ricerche, ma se egli ha voluto e vuole non renderne frustraneo l'in- 
segnamento , badando alla sua reale finalità , non ha potato e non pad esi- 
mersi di farne solo un semplice accenno e di non farsi vincere da quelle 
astrazioni e generalizzazioni , che pur troppo costituiscono l' antitesi eoo ti 
carattere che debbono avere le operazioni della Geometrìa descrittiva. Ora- 
mai la geometria pura, impadronitasi dei concetti fondamentali della Geometria 
descrittiva, quali sono quelli del proiettare e secare , e degli altri piti generali, 
di cui questi sono casi particolari, negli spazii a più dimensioni, non ha lanciato 
alla Geometria descrittiva che il compito ben circoscritto, di eseguire, sul foglio 
di disegno le costruzioni atte ad ottenere grandezze grafiche dello spazio , che 
non si potrebbero ottenere che eseguendo miaure dirette su rilievi dello Bpazìo 
stesso, e di far argomentare della forma di una figura solida, di cui 6 nota la 
generazione geometrica. Ogni altro indirizzo non può che segnare la inutilità 
dell' insegnamento della Geometria descrittiva nel biennio preparatorio all' avvia- 
mento all'ingegneria e, quanto meno, la decadenza di uno studio fondamentale 
per le scienze applicate. 

Napoli, maggio 1905. 
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IL TEOREMA DI WILSON 
NELLA TEORIA DEI «RUPPI D'OPERAZIONI 



UMBERTO 8CARPI8 



Il teorema di Wilson Becondo il quale se p è primo e solo allora b1 ha: 

1.2.3...(j) — 1)=-1 modp 

è ODO dei fondamentali della Teoria del numeri ed esso viene generalizzato ad 
an sistema completo di residai primi rispetto ad od qaalsiasi modalo. 

In questo oaso , indicando con r, , r, , . . , , r,(^) ì reaidni primi ad n , 
si ha: 

r,.rj...»-,(,)S-l modjt 

se n è una potenza d'nn numero primo dispari od II doppio di una tale potenza, 
mentre in tntti gli altri casi ha luogo la congruenza: 

r, .rj . . . r^u) — • modn. 

Ora considerando ohe i detti residui costituiscono sotto 1' aspetto della con- 
gruenza nn gruppo, si presenta spontanea l'estensione del predetto Teorema nella 
teoria del grappi di sostituzioni o, più in generale, di operazioni. 

Infatti il signor Y. d' £ e e a m a r d nel Fascicolo Luglio-Agosto 1903 di que 
sta BlTtsta dimostrava che il prodotto di tutte le operazioni di nn gruppo A b e- 
I ì a n o è l' identità od un' operazione a periodo 2, e quasi coniemporaneameate 
si giungeva da altri allo stesso risultato ('). 



(^) Cfr, Miller — Note on Ab el ìa n groups— d'ornale di Matematica, 1903 
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Nelle brevi considerazioni che segoono cerco a mìa volta di sindiare la qae- 
Btione da nn punto di vista pid (generale utilizzando i risaltati di altre due note 
precedentemente pubblicate. 

1, Sia Q un gruppo d'operazioni d'ordine n e consideriamo i i;(h) prodotti 
del tipo 

(1) P = g..g^...g.^ 

che si ottengono permutando in tutti i modi possibili gli indici: 



Le operazioni risultanti da tali prodotti non saranno manirestamente tutte 
diverse e le potremo distribuire in nn quadro collocando In una stessa orizzon- 
tale tutte quelle ira loro eguali come segue: 

Pn = P,. = ■ • ■ = P.v. - J7l, 



Se ora trasformiamo tutti i -(u) prodotti con una qualsiasi operazione di G, 
questi rientrano in se stesai ed altrettanto deve accadere delle operazioni g^^ le 
quali vengono cosi a formare uno o più sistemi invarianti. 

Per di più, indicando con gj^ g^ duo operazioni qualunque di ano stessa 
sistema invariante, poiché esistono in G operazioni che le trasformano l'uDa nel- 
l'altra, ftltcettajMo dovrft accadere dei prodotti contenuti nelle due orizzontali: 



e si conclude quindi che v^ = v,. 

Teorema, «Se Q è un gruppo qualsiasi d'ordine n , tutte le possibili opera- 
zioni tra loro diverse del tipo 
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risultano costilaite dall' insieme dì ano o pid Bistemt Invarianti, e tutte quelle di 
uno atesao sistema derivano dal medesimo numero di prodotti tra loro eguali». 

Osservazione. Se (J è abeliano i i:{n) prodotti sono manifestamente tutti tra loro 
egnati e reciprocamente. 

Infatti dall' essere: 



= P'ff; 3. 



qualunque sieuo r ed < , deriva che alla stessa condizione sarà pure: 



e che Q quindi è abeliano. 

2. Vediamo ora dì indagare come sieno distribuite in G- le operazioni del 
tipo (1) ed a tal uopo limitiamo la generalità dì G-, supponendo che esso sia do- 
talo di un sottogruppo commutatore per il che è necessario e sufiSciente {') che 
esso possieda un sottogruppo invariante massimo d'indice primo, e distinguiamo 
due casi secondochè l'ordine di G è dispari o pari. 

Nel primo caso (n dispari) le operazioni di G prescindendo dali' identità sì 
potranno decomporre in due classi 



cosicché a cinscuna dollu prima corrisponda univocamente la sua inversa nella 
seconda e reciprocamente. 
Ciò premesso siano: 

(2> P, Pj, . . . P^ 

tutti i pOBSÌbilì prodotti a) tra loro diversi, tra cai ve ne sarà uno ed uno solo 

p. e. P, del tipo: 



■ ffi ■ 3' -- 1- 



(') Dì alcune proprietà dei gruppi commutatori di Dedekiud — Oiornale 
i Matematica, 1901. 
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Ora, eiccome dati dae qualsiasi prodotti di operazioni di Q che differiscano 
tra loro soltanto per l'ordine dei fattori, si può sempre passare dall' uno all'altro 
moltiplicando il primo per una conveniente operazione del sotto^uppo comma- 
latore E ('), risalta che ì ^ prodotti (2) si possono ricavare da ano qaalanqae 
di essi p. e. P, moltipllcandolo per operazioni di K, ed i prodotti \_ì) verranno 
cosi espressi anche nella forma: 

(3) P, , P.fc, , P,i, . . . P,*^ 

dove le k appartengono tatte a K. 

Ma P, = 1 , e quindi le operazioni (3) coincidono con 

1 , fc, , ij . . . fc^_, 

ovverosia appartengono latte a E. 

Se n è pari, in 6 deve manifeetamente esistere, oltre l' identilì, an numero 
dispari di operazioni a periodo 2 cioè coincidenti con le loro inverse che indiche- 
remo con a , p , -f , . . . , per coi, astraendo da qneste, le rimanenti (se ve ne SU' 
ranno) si potranno prima distribuire io due classi 



cosi che a ciascuna delle prime corrisponda anivocamente la saa inversa nella 
seconda e reciprocamente. 

In qnesto caso tra i prodotti (2) ve ne sarà ano del tipo: 



e per le stesse ragioni anche in qnesto caso i prodotti (2) potranno esprimersi 
tatti a mezzo di P, e di operazioni di E. Avremo cobI: 

(4) apf-- . («Py ■■■)*=. , («PY-'Ofc,..- , (agY-")V«- 

Se ora a^f ■ ■ ■ - ^ oppare ad una qualsiasi delle operazioni di E, le (4) faaso 
esse pure parte di E, diversamente ne sono tutte al di fuori. 

Osservando però in qaest' ultima ipotesi che in base alle proprietà del sotto- 



(') Un teorema sui gruppi d'operazioni — Giornale di Matematica, 1900. 
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{^nppo commntatore 

(«PY ■ ■ ■ **)* = «?7 ■ ■ ■ *=i «Pt • • . *i = «Pt ■ . ■ 7?« VA 

si conclude che 

cioè che i quadrati delle operazlooi (4) appartcngouo a K. Conchiadiamo col 
seguente 

Teorema, e Se O è uà grappo d'opuraziouì d'ordine n e dotato di sottogruppo 
commutatore E, i prodotti del tipo 



P=ff. Si 



appartengono a K se n è disparì , oppure se, n essendo pari , 11 prodotto delle 
operazioni di G a periodo 2 si trova in £: diversamente nessuno di essi appar- 
tiene a K, e vi appartengono invece le loro seconde potenze x. 

Oaaeroazione — « Se G è semplice oppure soltanto privo di un sottogruppo 
invariante massimo d'indice primo, il Teorema diventa illusorio poiché K coin- 
cide con stesso ». 

Corollario. « Se G è abeliano, si ha K = l: e quindi sit n 6 dispari o se, es- 
sendo n pari, a^-f . , . = 1 risulta che P = 1 ; diversamente F = a^Y ■ ■ ■ ed in ogni 
caso poi F* s 1 >. 



3. Per deoidera ora quando il prodotto P = aSf . . , sia l'identitA ricordiamo 
che, essendo G abeliano ed n=2^-ji'(n' disparì), G si può sempre immaginare 
derivante dal prodotto diretto di due sottogruppi degli ordini 2^ ed »' non aventi 
operazioni in comune oltre l' identità e che chiameremo G, , G,. Se G, è circo- 
lare, detta g la sua base, G non pud contenere che una soia operazione a' pe- 
riodo 2, vale a dire: 



e si conclude quindi che P = 9* ■ 

Se all' incontro G, non è ciclico, sieuo a , j^ , f ■ ■ ■ 1^ sue operazioni a pe- 
riodo 2 (naturalmente, in numero disparì) le quali esauriranno pure tutte quelle 
della stessa natara contenute in G. Le a , ^ , Y ■ ■ - insieme all' ìdentitjt formano 
un sottogruppo G', di G| e, senza ricorrere alla nozione di base di un gruppo 
abeliano, è palese che tra di esse ve ne saranno sempre alcune tali olle esse ed 
i loro prodotti due a due, tre a tre . . . etc. riprodurranno tutte, e ciascuna una 
sola volta, le operazioni di G',. 
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Detto k il numero di qaeste speciali operazioni, risulta subito che il prodotto 
0'g--f.., di tutte lineile operazioni di G, verrà dato da un prodotto ili cui 
elle prime avrà per esponente; 

I sarà quindi 

P = l. 

Verona 1905. 
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STUDII SUIXA DINAMICA DFl SISTEMI 



D. 3EILIGER 
profMiore ordinario dell' nnirersiU impanala di Eaaan (Bassia) 



Ben pochi problemi sai movimento d'an sistema, alquanto generale, di punti 
e di corpi, si BHDno risolvere completamente. Ciò mi sping:e a pubblicare (') que- 
ste ricerche intorno ai seguenti sistemi: 

I. Il sistema lineare, formato da n anelli pesanti, intlnitamente piccoli, 
messi in fila sopra una verga rettilinea, rigida e pesante; 

II. Il sistema tuhulare, formato da » tubi cilindrici pesanti, posti l'uno 
neir altro. 

Il movimento di questi sistemi offra un esempio, nuovo e semplice, dell'ap- 
plicazione delle funzioni ellittiche di Weierstrass. 

I. Siftema lineare di anelli. 



Nello spazio sì muove liberamente nna verga rettilinea, rigida ed Infinità- 
niente sottile, sostegno di n anelli infinitesimi A, , A, , . . . , A„ , ciascuno do! 
quali scorre, senza attrito , lungo di essa. Si vuol determinare il movimento di 
questo sistema, sollecitato dalla soia forza della gravità. Riferiamo io spazio agli 
assi rettangolari di coordinate x ,y , z ; e BÌn g l'accelerazione della gravità, de- 
finita in direzione dai coseni a , ^ , ^. Siano A^ il baricentro, ma la massa, ed a 
il momento d'inerzia delia verga rispetto ad A^; sia m, la massa dell'anello A{. 



(') La pubblicazione originale (in russo) è stata fatta nel 1901, fra le Memorie 
dell' Università imperiale di Kaean (anno LXVIII, libri VII, Vili, p. 83-142, e li- 
bro IX, p. 51-78). Per la presente traduzione bo inserito qua e là alcune aggiunte 
e rimaneggiato il testo in varii punti. 
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Siano finalmente x,j/,z le coordinate del baricentro G dell'intero sistema, r, 
la distanza GA, , positiva o nei^ativa secondo che la direzione GA,- coincide, o 
par no, con qnella che si attribuisce alla verga. Fra i numeri r^ intercede il primo 
dei vincoli 



i" 



da cui si deduce il secondo mediante derivazione rispetto al tempo, dopo aver 
posto dTfjdt = »•('. 

Ciò premesso, nel movimento conniderato valgono evidentemente ì segnenli 
principi! della dinamica; I", il principio del movimento di G; 2°, il principio 
della conservazione della forza viva 2T del sistema nel movimento relativo in- 
torno a G; 3°, il principio della conservazione del momento Q„ rispetto a G, delle 
quantità di qaesto movimento relativo. In virtù del primo principio il punto G 
descrive una parabola in un piano verticale, sicché 

(2) x=%gat^ + a't + a" , j. = »/» ??t* + ?'* + P" > «= Vg STf ** + f' *-T"» 

con «' , a'' , p' , p" , Tf' 1 1" costanti arbitrarie. Siccome nel movimento relativo in- 
tomo a G la verga descrive un cono col vertice in G, le velocUft relative dei 
snoi punti e quelle degli anelli stanno sempre nel piano tangente al cono, lungo 
la verga; e poiché questa contiene G, ne ^egae evidentemente che ad essa è per- 
pendicolare il momento (^ del sistema. Da questo fatto si conclade, in virtb del 
terzo princìpio , ciie la verga ni muove parallelamente ad un piano. Questo noi 
prenderemo come piano xp, dirigendo l'asse x parallolamente alla direzione ini- 
ziale della verga, e designando con o l'inclinazione della verga sull'asse x, Del- 
l' istante t. 

11 movimento relativo del sistema, intorno a G, consiste nella rotazione della 
verga, accompagnata da scorrimento su sé elessa, e dagli spostamenti degli anelli 
lungo di essa. La rotazione avviene intorno all'asse del vettore G, con la velo- 
cità c' = d^ldt\ lo scorrimento ha la velocità r'a = dr^ldt; e gli anelli sì spo- 
stano con le velocità rispettive r'j = df,/d({i= 1 , 2 , . . -, n), vincolate ad r', 
mediante la Beconda relnzione (1). Questa decomposizione del movimento relativo 
conduce ai valori 



(8) 




G = (o + l),', 


(1) 


2Ti 




dove al è poeto 






(6) 




> = 2 '»('■('• 
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Siccome il movimento di è gi& noto per le (2), la soluzione del problema sarà 
completa se riusciremo a determinare in finzione di t l'angolo 7 e tutte le «-;. 
Sarà questo l' oggetto del seguente paragrafo. 



Poiché il movimento relativo del sistema intorno a 6 avviene per inerzia, le 
eqaazioni di questo movimento sono 



dt d^' da " ' dt dr\ Sr^ 

Siccome T non dipende da f, la prima equazione sì può Immediatamente integra- 
re; e si ottiene (a -(■ \)t' = cottante , vate a dire , ricordando la (3), <^ = cattante. 
Le altre diventano 

<*' -Hi-'" -FTW" 

e se ne deduce, per ogni coppia di valori i ed j, presi fra i numeri , 1 , 2 , . . . , n, 
la prima delle due uguaglianze 

dVj d*r, ^ dr, drj 

''-^-"iw'" ' ''-s-'>-à"^" 

dalla quale l'altra risalta per integrazione. Le a^j sono costanti arbitrarie; e se 
la costante positiva \ m,Wj-a*y si rappresenta con ^* , si ha pure 

Se poi si osserva che dalla (5) segue 'jy^mirjrt' = 41^ jdt, l'identità 

diventa 

Da questa relazione e dalla (3) si ricavino rispettivamente/^ ^i^t* ^ ?' P^r *^' 
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stitairli neir espressione (4) della forzA viva. Si ottiene 

Ne segue 



chiamando ^^ il valore iniziale di X, e ponendo 

(10) 2aT-(^»-^» = M , -a<^~ 

Ora dalle aguagliaaze (3) e (9) risulta 



(11) 






dopo avere osservato otie, pei' la direzione data all'asse x , il valore ioizialo di 
? è 0. 

Noto l'angolo ?, passiamo (') a determinare le r^ All' uopo conviene intro - 
durre l'angolo 



<!.f^=i<5,(\/i^±iz:.^, 



(12) 
e considerare le funzioni 

(13) j/, = \/Xco8^ , yj= VXsen/. 

Queste sono integrali dell' equazione (6). Infatti dalle (13) si ha 

poi, ricordando Iti (12), 
„,, fly, rfj/g 1 d\ dy^ dy^ d^ 



(') Fin qui il procedimento adoperato per integrnre le equazioni (2) non diffe- 
risce da quello che per la prima volta è stato dato da Binet nella sua " A'o/e 
tur l'integration, etc. „ (Journal de Lionville, 1837, p, 457). 
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Ke segue, quadrando e sommando, 

quindi, in virtù della relazione (8), 

Ora, derivando questa e la seconda equazione (14), si ottiene 

dt df di dP 2 (o + X)"dt ' *'' dt' ^* di' ' 

d'onde si trae, servendosi anche della prima equazione (14), 

y, df "y, d(» " (o + Xj* ' 

Per la sna forma ogni equazione (6) ammette come integralo generale ay^ + fy^ 
con a e ^ costanti arbitrarie. Si può dunque porre 

(15) r,>Jm, = a,y, + p^y, ; (i = , 1 , 2 , . . . , m). 

Siccome questi valori debbono identicamente soddisfare alla prima relazione (1), 
ed alla (5) per ^ = yi' + !/3*, si ha 

(16) J«,\/m, = , 5;pW^-0 , 2«i"=l ' 2''^'=° 'I]^'*=^- 

Le formole (9) , (11) , (12) , (13) , (15) , racchiudono la soluzione completa del 
problema. È facile dimostrare che questa è la soluzione generale. Prima ricor- 
diamo che la verga resta sempre parallela al piauo xy, por la scelta stessa che 
di tal plano si 6 fatta. Dopo ciò si vede che il movimento del sistema intorno a G 
è determinato dai valori iniziali delle 2n + 4 funzioni 9,^',rj,r'j(i^0, 1 ,2,...,n). 
Uà il valore iniziale dì ? 6 0, o tra le r^ e le r\ si hanno le relazioni (1). Dunque 
le espressioni generali delle predette fuuzioQt debbono contenere 2» + l costanti 
arbitrarie. Orbene la soluzione da noi trovata contiene le 2h + 6 costanti T,Q, 
•5 1 ^0 1 '. ) ?i (' " I l r 2 , . . . , 'Oi il cui numero viene dalle (16) ridotto appunto 
a 2n f 1. 
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08SEKVA7.IONI: I) Dalle forinole (15) e < 16) è facile dedaire, ncord«ndo la se- 
conda formola (14), 

S-,™^,/,-./,).=(,.^-„.f)'=<^, 

sicché la (7) è identìcameate soddisfatta; 

II) Se '3 = 0, dalle (12) e (13) Bogue ^ = 0, y, = \/X, y, =0; ijuindi, per 
le (15), si vede che r^/j-js -Jmjjmf, vale a dire che in questo caso particolare 
la serie dei punti À^ , A, , A^ , . . . , A„ resta simile a tè stessa ; 

III) Nel caso d'an solo anello {ii = 1) la condizione precedente ('-D = 0) d sem- 
pre soddisfatta, in virtA di ma^g + m,r, = ; e le costanti arbitrarie scompariscono, 
perchè in '•o = aoV*7™d> '"i = «i \''> / »ti i lo costanti o^ ed a, risaliaDo determi- 
nate dalle relazioni Oo>/m, + «, \/mj = ed a„* + a,* = l. Le costanti del pro- 
blema sono, in questo caso, soltanto T , (^ , ^o , e son determinate dai valorì ini- 
ziali di 9' , j'u , r'o; 

lY) Se si osserva che dai valori (10) di M ed N risulta 

*N „ 5N „ SN „ - 

n = , ss=0 , _ = -2<.«), 



e se Bi pone 

(17) 
è facile vedere che si ha 



8T ' iq 

„ 1 ('■ |2Tk- + Mi+ N rfl 



sicché tutto si trova ridotto (') al calcolo dell' integrale S. 

§3. 

Kimandando al § ti lo studio del caso generale, nel quale le funzioni inco- 
gnite si esprimono per funzioni ellittiche, vogliamo qui cercare per quali valori 
delle costanti si rende possibile la risoluzione per funzioni elementari. Riferen- 



(*) Cfr. la citata memoria dì B i n e t , p. 463, nella quale, perft, 
conda formola della terna. 
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dosi all'espressione (17) ei vede che occorre , per eiò, e basta che il triaoiuio 
2Tit.*4-K)i + N sia un qaadrato perfetto, o pare che sia divisibile per a + \. 
Danqae 

M»-4TN = o 2Ta»-Ma + N = 0. 
Per )e (IO) queste condizioni prendono la forma se^aente: 

Siccome a e T sono positivi, si trovano i seguenti casi: 

1) T = , <^ = , «S- = ; 2) t^ = ; 3)<^ = , 2aT = q* ; i} a = 0. 

Passiamo ad esaminare qnesri casi, l'nltimo dei qaali è stato gi& studiato dal 
Despeyroas (') tenendo fermo un punto della verga, mentre il moto degli 
anelli avviene per inerzia. 

1° Otso: T = i^ = *3' = 0. Prima si noti che, in virtù della formola(8), basta 
che sia T = , giacché \>0. Si avrà dunque X =: costante per tutta la durata del 
movimento. Poi dalle formole (U) , (12) , (13) e (15) si deduce 

is = f-= , jj = costante , y, = , *■( = costante (i = , 1 , 2 , . . . , «) 

Dunque, se nell'istante iniziale si è comunicata una velocità di traslazione al 
sistema considerato, questo si sposterà rigidamente: la verga descriverà una su- 
perficie cilindrica, sulla quale tutti i punti A ^ tracceranno parabole congruenti in 
piani verticali paralleli. 

S° Caso: <^ = 0. In questo caso il sistema ha, nell'istante iniziale, una velo- 
cità di traslazione , ed inoltre ciascun punto Aj possiede una velocità lungo la 
verga. Per lo stadio di questo caso bastano le formole (3) e (6), dalle quali 
si ha 

f = costante = , r,- = p^t f g,- (i = , I , 2 , . . . , n) , 
con pf e qt costanti vincolate, per le (1), dalle relazioni 



2^m,Pi = , V]«»ij,=0. 



Dunque la direzione della verga resta invariabile, e ciascun punto À( si muove 
uniformemente lungo la verga. Ne segue sabito che ciascun punto Af descrive, 



(•) " Cours de Mécanique „ , t. II, p. 362-358. 
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nei suo movimento assoluto, una parabola in piano verticale. Infetlì, per qaanto 
8l è detto, l'accelerazione del panro Aj è ^geometricamente ngaale all'accelera- 
zione costante del ponto G. Dalle formole ottenute si deduce anche 

Bieche X è un trinomio deJjseeondo grado in t. 

3° Ccuo: ^ = , 2aT = (^''. La serie dei punti A| resta simile a sé stessa, 
come 8Ì è visto nel § 2. Inoltre, se prima s'introduce una costante a, tale che 
X, = a/<h'a, la tormola (11) dà 

d'onde 1 = o/«A*(a — 5); quindi dalla (9) si ha 



'=$1^^ 






Finalmente dalle formole (12) e (13) si dednoe ^ = , y, - V^ , yj =0; e per eon- 
eegiienza la (15), dopo aver posto 

(18) a, = -|^, 

VzTm, 

ossia, net caso attuale, a^ = Sj %/« / f». • somministra l'equazione potare della tra- 
jettoria relativa di ciasean punto A,: 

Le spirali rappresentate da questa equazione sono linee ben note come projczton] 
di certe geodetiche {*) dell' elicoide minimo sul piano direttore. 

§4- 

Il 4*> caso (a = 0) verrà qnt studiato In dettaglio. Esso si presenta quando 
n punti pesanti A, , A, , . . . , A„ sono costretti a rimanere, mentre dura il movi- 
mento, sopra una linea retta l, V asse della serie di panti. Le formole (9) , (il) 



{}) C e B & r o " elementi di Calcolo infnitesimaU „ 2* edic, p. 481. 
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e (i2) diventano 






e se si pone (^ = Steose , ^ = SSaen e , 2T>o = eR' /aen»« , la prima di esse dà 

2TX = sa* + {2Ti + sa cota)* , 

e mostra ohe X è un trinomio del secondo grado in t, come nel 2° caso. Sostì- 
taendo questo valore di X nelle altre formole, ed eseguendo l'integrazione di dtlX, 
si ottiene 

(19) col e» ^) =cot (o ^) =cot« + ^t. 

\ cose' \ sene/ et 

Dopo ciò X si può esprìmere nel segaente modo: 

\ cose' \ sene/ 

Ora dalle (13) si ha 

SI sen(Ttge) 



V2T ,,„(„__?_) V2Tsen («--?-)' 

\ COSE' \ COSE/ 

e finalmente la (15) dà 

_ et aiC08((ptgE) + pjaen{!ptg£) 

'''1^ „„ (. _ -ili 

\ cose/ 

equazione polare delia tr^jettoria del punto Aj nel ano movimento relativo in- 
tomo a G. 

Particolarmente interessante è il caso di e=0, nel quale si ha, come nel 3^ 
caso, (9 = 0. L' equazione precedente si ridnce a 

r( = a(/Ben(o-if), 

dove le «j hanno il significato (18). È visibile l'analogia di questa equazione con 
quella ottenuta net 3° caso; ma l' interpetrazione geometrica è assai piti semplice. 
Kisnlta infatti dall' ultima equazione che nel moto relativo intorno a Q ogni anello 
descrive una retta , che fa l' angolo a con la direzione iniziale dell' asse l. Sin 
Vf la velocità relativa del punto Aj. In virtù della medesima equazione la 
VOL. XLin. 43 
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dà facilmente 



fl poiché, nel caso attoale, 



ai df 

:a\a -<f)Tt' 



- = f e X Benna-?) = g,, 

bì trova t>| = 2Ta(/(§, sicché il moto relativo di ciascun anello è uniforme. Inol- 
tre, essendo rettilinea la tri^ettoria relativa, la velocità assolnta del punto A, dif- 
ferisce da qnella del pnnto Q soltanto per il vettore Vf, geometricamente co- 
stante. Coincidono dnnqne le accelerazioni assolute di questi punti, e però eia- 
gcun punto Ai descrive una parabola in piano verticale. Interessante è lo studio 
della superficie (2) deBcrìtta dall' asse dei sistema iti questo caso particolare. 
Tale studio sarà oggetto del § 8. 

§»• 

Ora torniamo al problema generale. Kichiamate le formole |6) , (9) , ( 10) , 
(11) , (12) , (13) , (15) , [16), cominciamo dal notare che le costanti T,).^,.!, 
sono positive per definizione. Invece i segni dei numeri (^ e ^ non sono noti n 
priori, li numero (^ sarà positivo se l'asse e ha la direzione del momento ^; e 
ciò noi supporremo. Quanto al segno di >9, si pud evidentemente fissarlo ad ar- 
bitrio. Cunveniamo dunque che sia 'S' > 0. Ci6 premesso, le formole predette mo- 
strano che il movimento del sistema 6 determinato dai numeri T , i^ , X^ , a , ij) , 
Qj , Pf , e dal segno del valore iniziale della derivata dì.jdt. Inoltre bisogna sup- 
porre che questa derivata passi per lo zero o per l'infinito cambiando segno; 
ma per gli stessi valor! passa in pari tempo il trinomio 3T>.*-|- MX -i- N , come ri- 
sulta evidentemente dalla (9). Poniamo, per brevità, 

(20) 4=sftl*-8TN= ^/(2aT^"'è» - -^Y + HaT^* , b~^^^ , c = i^. 
V / V y\ -y ' ' 4T 4T 

I numeri i ,b e e sono positivi. Le radici del trinomio sono — ^ e e. Danqnc, 
mentre dura il movimento, X non diventa mai minore die. In particolare X(,ge. 
Ora possiamo avere an' idea precisa del modo di variare dello funzioni X e 9. In- 
fatti dalla (8) risulla, derivando. 
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Polche la seconda derivata di X non pnA diventar negativa, la prima va Bempre 
crescendo con t, e però non pnò passare che nna volta sola per lo zero. Se la 
derivata dXldt è negativa nell'istante iniziale, la funzione X va prima decre- 
scendo fino al minimo valore e. Quando X raggiunge il minimo , la derivata si 
annulla, poi cambia segno ; e per&, a partire dal minimo, la funzione X va cre- 
scendo sempre, oltre ogni limite. Invece , se la derivata è positiva nell' istante 
iniziale, la funzione va sempre crescendo, a partire da \. Quanto all' angolo 7, 
la (3) mostra che va crescendo con t, perchè 



Inoltre, facendo crescere indefinitamente f, e per conseguenza X , si vede che <p 
tende al limite finito 



_£ r" dk 



Dunque la verga gira sempre nello steseo senso, e tende a formare l' angolo a 
con la direzione iniziale. È poi facile verificare che appunto questo è l'angolo a 
che ci si è presentato nello studio del Z° caso, ed anche l'altro che abbiamo in- 
contrato in fine del § i. Nel secondo di questi due casi si è visto che le tra- 
jettorie relative dei punti A^ «ono rettilinee e parallele ; nel primo invece esse 
tendono a diventar tali quando t cresce indefinitamente. La direzione delle rette 
nel secondo caso, e degli assintoti delle spirali net primo, è sempre quella che 
la verga tende ad assumere per ( — oc. Ciò che si è detto intorno al caso par- 
ticolare (e - 0) considerato nel § 4 vale anche per e ^ , purché prima si cam- 
bii, nelle varie formolo del § 4, a In a/ cose. 

§6. 

Ci resta da far vedere come si esprimano I numeri X , (p , /* ed r^ per mezzo 
delle funzioni ellittiche. Sia 

Se per brevità sì pone (X + a)(X + 6){X — c) = y(X) , alla (9) si può dar la forma 

(22) ,= -'_f f±3rfX = ^^(' iL+-!=('i^; 

2V2TJi. so.) 2V2TJx.Vf(l) 2,/2T)i.VW 

poi da qaesta e dalla (3) risolta 
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Determiniamo le costanti a e ^ in modo che la Bostitozione 

(24) X = «» + p 

trasformi la (Ìf3) in 

(26) (^)' = 4..-j,.-s., 

per la qaal cosa occorre e basta clie si abbia identicamente 



d'onde è facile trarre 






Bipreodiamo inlanto le (20), ed osserviamo che dalla prima, messa sotto la 
forma 

4 = V(2oT + (^' + «2»)» - 8aTq* , 

segue A < 2aT + <^' + '^»; poi 

_ 2eiT + ^ ' +^ 



4T 



- >0. 



Dunque le radici di ?'{X), disposte in ordine crescente, sono — a < — 6 < e. Siano 
fig < e, <: fi, (con e, + e, + Sj = 0) le radici del trinomio 4«' — ffj» - gy Siccome il 
numero a è positivo, le funzioni X ed « cresoono o decrescono simultaneamente, 
e peri) 



poi da 4s' — j,« — j,= 4(s ~ e,)(« — e,)(8 — Cj) risaltano i valori dei coeflBoienti: 

Consideriamo ^, e g^ come gli invarianti delle finzioni ellittiche av ,Zv e pv. 
Siccome i numeri e, , e, , e^ sono reali, dei dae periodi di pt> uno, 2ia, è un niunero 
reale, che si può sempre sapporre positivo; V altro, 2[>t', è un puro immagÌDarìo. 
Ora si ponga e = pv. Le formole (24) e (25) diventano 
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e dall' nltim& segna dvldif=±l. Siccome pi) è una finzione pari, si può iodlffe- 
rentemente asBumere l'uno o l'altro segno. 8i prenda do jdif = 1 , d'onde w = f + ti,, 
chiamando vq il valore iniziale di v. Qaeato valore si ricava dall' equazione 
X^ = apv^ + ^, le cui radici differiscono soltanto per il segno. La scelta fì*a le 
dae radici è determinata dalle disugnaglianze (21). Si trova facilmente che de- 
v'essere p'«fl < , e per conseguenza < tJj < w. 

Ora ritorniamo alla formula (23). Prima osserviamo che per la (23), essendo 
d^ = do, si ha 

Dopo ciò la (22) diventa 

(26) ^' = « f dv+{ (otpo + p)dw , 

e se ne dedace, eseguendo le integrazioni, e ricordando che v= ^ +va, 

(27) <^t = (a+ ^)f + ^[^v^ - Xiv + «„)]. 

Per calcolare f si parta dalla (12), che dà, in virtù della (26), 

(28) ^df,:fd, = av+--—- = d,+ . 



np«+p a(pr- pw,) , 

dove v^ b nna costante, vincolata ad a e ^ dalla condizione apt), + ^ = 0. Per 
determinare la ecella fra le due radici di questa eqiuzione si osservi che si ha, 
in virtà della (23), 



(89) 
itSDtO 


, P» 16 (20), 


r(0,= -»»c = -a\^^"- -± 



Ponendo dunque X = in (29) si ottiene 

dove t sta per ^ — 1. Orbene conveniamo di scegliere tt& i dne possibili valori 
di e, quello che corrisponde al segno superiore nell'ultima eguaglianza. Molti- 
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plicando allora per p'v, i dne membri dell' equazione (38), qaesta diventa 



•5* d'v, ■ dv 

q pw - pp, 



Intanto è noto che 



DuDqae, se per brevità si pone 

all' equazione precedente si pnO dar la forma 

2i df =2qdv + [?{« - p,) - 5(u + v,)] dv ; 
quindi, integrando, e passando dai logaritmi ai numeri, 

(30) e*'^=-fc' °i"""'j fl*''. 

Siccome nell'istante iniziale si ha v = v^,f-0, la costante introdotta dall'in- 
tegrazione ha il valore 

0(», - «0) 

Ci resta da determinare y^ ed y^. Per la definizione stessa di queste fun- 
zioni si ha 

Ift + iff, = «"■ V^ , Vi- 'l'i = e""" V^- 
Uà 

. crii) -v,)(j(v + o,} 

quindi 



(l/i + iy^ = e*f-\ = k''x 



o*("-«i) 



e per conseguenza, saocessivamenle, 

(31) ,, + ,j,,=i^;fc5.)... ,„_,„,= _ JL 
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La soluzione del problema 6 raccbiaaa nelle formole otteuate, fra le quali aono 
principalmente da tener presenti la (27), la i30), le (31), e le relazioni 

X = apv + p , t) = 9 + «fl. 
Si vede che l'angolo 7 varia fra i limiti e 2u — vq. 



Per applicare al nostro problema 11 metodo di J a e b i , introduciamo naove 
variabili ]/% ,ift ttfai • • ' tUni mediante la Bostìtozione 

r,\/mj=a„yi + aj,yj + o,3y, -f.-. + aj^y» , (t = 0, 1 , 2,. . .,«) 

cbe supponiamo ortogonale, dimodoché 

^ I 1 peri = fc 

Sapponiamo inoltre 

<»» 
(33) ^ fly >/mj = , (J=:l,2,3,...,nì 

(-0 

affincbfe le (1) siano identicamente soddisfatte. 8! avrft pure 

<=0 l-i *-0 ì=l 

« l'espressione (4ì della forza viva diventa 

ima 

2T = (a + X)T'»f21ff<''- 



Osserviamo che le costanti a.j sono in ntimero n(n i-l); ma poiché soddisfano 
alle 

n + -5- n(n - 1) + n = -^ C«* + 3") 



relazioni (;-t2) e (33) , ne restano soltanto -^ n(n — 1) completamente arbitrarie. 
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Ciò premesso, Tnltima forma di 2T snggerìsce la aegaente sostitazìone , indica- 
ta (*) da J a e b i : 

!/, =pcoB¥, , y, = poo8^j-sen9, , yj = pco89j.8en9,6eiiT, , . . . 

t/n-ì =pco89,_,-8en!p,8eiiip| ... 8en¥„_( , y„ = p&enf„_,>Beii7,8eii7, . . .8en<p,^j. 

Per questa sostituzione si ha 1 = ^ y,* = p* , e 

Se poi sì osserva che p'' = X''/4X, si trova quest'altra espressione della for- 
za viva : 

2T = (a + X)?*» +77 + ^[?i'* + Ben»9,-(pj'» + . . . + Ben*9,sen*¥, . . . Ben*?,^-?'*,^,]. 

"Ne risalta 

dT X> ST , .^ ,dT . , ^ , . , . 

K?-=4X ' 37'=("+^>' • e7, = ^'> '"• , g^=^sen»9,senV-8en»?^..T'^, 

li' equaeione di Hamilton- Jacobi è dunque 

1 /3VV .1 /3VV 

1 r/3V\' 1 /9Vy ]^ / aV Yi 

ik L\&Pi' 8en*<p, Vff?,/ ' ' ' 8en'(p,Ben»ipj...8en*9,_g \39^,y J ' 

ed ammette come integrale generale 

* (Jf — ^■'i'. + l\/ti'-^Tr<'».+ (\/t.' - ^ *+ • ■ • 

JV Ben»?, Jy seii»9, '' JV sea^^s 



(•) " FoWeeMnjren nÒer Dynamik ^ 2 Ausgabe, 1864, a. 186, 
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con a , p , Yi 1 T» ) • • • 1 Y»-» cosianii arbitrarie. Le eqaaziooi del movimento sono 

dove io . «' > ^' . "f'i » t'i j • • • I Vn-» rappresentano altre coetanti arbitrarle. Svi- 
lappaodo le prime tre eqaazioni si perviene ai risultati 



con M = 9(iT — a» - p» , N = - «3* ; poi , paragonando con le fonnole (9) , (IO) , 
(11), ei vede cbe a = (^,^ = '^. D'altronde onlla impedisce di assumere come 
limiti inferiori degli integrali, relativi a X e cp, , i valori X^ e ip", di queste va- 
riabili , corrispondenti al valore di t. Ne segae t^ = , a' = ,^' = 0. Ora, 
polche 






aen'ip, 



l'eqnazioDe (36) dà, ricordando la (12), 

SimllmeDtfi dalle rimaneDti sqnazionl (34) si ha 

' »eii'»<- .e IlL '/.Li_ H'i+i 

per i = l,2,3,...,n — 2, convenendo che eia t^ = p = ^ , f ,^i = 0. Intanto la 
prima delle due parti del secondo membro, mercè la aostitazione 



7,coti;, = ^iS-, — Tf(*- <=08 s , 

VOL. ZLm. 
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al trasforma Ìd - e + cattante. Dunque, asaamendo come limiti Inferiori defli in- 
tegrali i Talori ÌDÌ2ÌaIl f*j e ?Vi delle rispettive variabili, dimodoché t'ì = 0, e 
cbiamando g\ la costante 



VTi' - T'h-i Vy'i-1 - r.' 

si hs 

Brn f.na _i^ Illl. — stw iva " ^' : 



In particolare, per i=l ed < = n — 2, 

arccOB H__I!_ - *rccoa-^jzrr-^=i7^i . ^ ^ = eoa fip. , - o'^, .>■ 



«8. 



Vogliamo qui studiare la snperflcie (I), descritta dall' asse I del sistema nel 
caso a = , 9 = 0. SoppoDlamo inoltre che , nell' istante iniziale , la retta I sìa 
orizzontale, 11 momento (^ sia verticale e diretto dall'alto in basso, e la velocità 
del ponto 0- sia natia. La posizione iniziale di qaesto punto , baricentro del si- 
stema, si prenda come orìgine delle coordinate; si diriga 1* asse e vertlcatmente 
dall' alto in basso, e l'asse x parallelamente alla direzione Iniziale della retta I. 
Il pnnto G- si muove Inngo I' asse z ; le sne coordinate , al tempo t , sono 
a: = 0,ff = 0,x = */i S**- ^^ ^S^^ Istante la retta l incontra ortogonalmente l'asse 
2 in a, e forma con l'asse x l'angolo f , dato dalla formola (19): 



Per le coordinate x,y,M di qualunque pnnto della retta l si hhy^xtg^, ss ^l^gt* 
L'eliminazione di t e tp fra le ultime tre equazioni dà 

(86) y* - kH(x - y cot a)* = , 

dove 



La saperflcie (0, rappresentata dall'equazione (36), b un conoide retto: il suo 
asse coincide con I' asse t, che in pari tempo è una retta doppia della superfl- 
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eie. Qaesta è tntta situata inferiormente al piano z^O. Per ciagcun punto Q del- 
l'asse z pattano due generatrici rettilinee della superficie , l ed l', inclinate sul- 
l'asse X per gli angoli fé?' dati dalle formole 

2r 2T 

(37) oot(a - f) = coto + --^ t , cot(a — 9') = cota — ^ (. 

Tali rette costituiscono l' intersezione del conoide col plano orizzontale a, , de- 
finito dall'equazioDe z = Vitf**- Attribuendo a ( tutti i valori positivi in qaesta e 
nelle due precedenti equazioni si ottengono tutte le generatrici della superficie e 
tatti i piani o, che le contengono. Per t = il piano o, coincido col piano xy, 
e le rette 1,1', coincidono con l'asse x. Dnoqne il piano xy tocca la superficie 
lungo l'aise x. Per t = +'x si ha « = + » ,(p = a,f' = a -ic:le rette l ed V coin- 
cidono ancora in nna retta l^ , ed il piano ra, sta all' infinito. Dunque il piano 
all' infinito tocca il conoide lungo la generatrice 1, , inclinata suW asse k per l'an- 
golo a.. Ora, poicbè l'equazione (36) è del 3° grado, dalla precedente proposizione 
risalta cbe U piano all'infinito taglia il conoide secondo un'altra retta I,. Que- 
sta, evidentemente, è il luogo dei punti all' infinito di tutte le generatrici del co- 
□oide. Siano di nnovo / ed l' le generatrici sitaate nel piano orizzontale a^. I 
loro punti all'Infinito appartengono, per quanto si è detto, alla retta t, , e d'altra 
parte essi determinano la retta all'Infinito nel piano ts,. Questa retta 6 danqne 
appunto ^. Si vede perciò che ciascun piano orizzontale taglia la superficie se- 
condo tre rette, 1,1' ed 1, , delle iptali le prime due sono reali e distinte soltanto 
nei piani a, situati inferiormente al piano 2 = 0. Cosi le rette Z, ed I, sono com- 
pletamente definite. Entrambe sono orizzontali; ma, mentre la prima è l'asse del 
rasoio dei piani orizzontali , la seconda è 1' asse del fascio del piani verticali e 
paralleli, inclinati sull' asse x per l'angolo a. Designiamo eoo a, i piani del primo 
fascio, con a, quelli del secondo. Sia a un piano qualunque, che incontra gli 
assi X B e rispettlTamenle nei punti A e C, e taglia il piano xg secondo la retta 
AB. L' intersezione di questo piano col conoide (361 6 una cubica (L), la quale, 
in Tirtb di quanto si è detto precedentemente, paasa per A e per G, e tocca In 
À la retta AB. Inoltre, siccome la superficie è situata tutta da un lato del piano 
xg, altrettanto si paò dire della curva (L) rispetto alla retta AB. Si noti che I.. 
curva non passa realmente per C se non quando questo ponto cade sulla parte 
positiva dell'asse z\ nel caso opposto C è un punto Isolato. In tutti i casi C è 
un punto doppio della cubica, e però questa i unieursale. 

Ora cerchiamo di vedere come si comporu all' infinito la curva (L). Siano L, 
ed L, le tracce delle rette I, ed I, sul piano a. Per costruire questi pantl basta ta- 
gliare il piano a con un plano a, ed un piano a,. SI noti che il punto L, sta all'infl- 
uito scila tangente AB , giacché il piano xy è no piano a,. Il punto Ij, sta al- 
l' inflaito sulla seconda delle due rette ottenute nel piano a , come L| sta sulla 
prima. Ciò premesso, ricordiamo cbe il piano all' Indulto tocca il conoide lungo 
la retta 2j , e lo taglia iooltre secondo la retta Z,. Ne segae che la curva (L) 
passa per L, ed L, , e tocca in L, la retta L^L^ , retta all' infinito nel piano a. 
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Danqne t punti aW infinito della cubica (L) sono tutu e tre reali, ma due di etti 
»i confondono in uno. 

CoDBÌderìamo i casi Del qaali arriene che (L) si spezza. Siccome si tratta 
d'una cubica, qaeeta non pnò deg;enerare che Dell' insieme: l", d'ana retta reale ed 
nna cooica, che aecessariameate è una parabola, per quanto si è visto circa 1 punti 
all'infinito; 2o, di tre rette, delle qnali soltanto dae possono coincidere o essere im- 
maginarie. In an caso e nell'altro il plano o deve passare per la retta reale, che 
ha tatti 1 punti sni conoide; ma, come presto vedremo, questa proprietà appar- 
tiene soltanto all' asse «, alle generatrici l, fra le qnali si trovano l'asse a: e la 
retta I,, e finalmente alla retta l,. Consideriamo dunque, in primo luogo, i piani 
Og che passano per l'asse z. Siccome questo è una retta doppia della superficie, 
la curva (L) ai riduce, in questo caso, all'insieme dell'asse z e d'una genera- 
trice l , giacché questa retta , dovendo incontrare l, , è necessariamente situata 
in un piano Oj , ed è per conseguenza una delle due generatrici situate nel piano 
stesso. Ogni plano a* taglia dunque la superficie secondo una generatrice l; ed 
uno dì essi (quello che forma con l'asso x l'angolo a) passa per la generatrice 
infinitamente lontana I,. 

Consideriamo, in secondo luogo, i plani a condotti per una generatrice qua- 
lunque Z. La carva (L) , determinata da nno di questi piani, non appartenente alla 
classe tSg o 13, , si riduce all' insieme della retta l e d'una parabola (P). Per co- 
struire questa curva siano, come precedentemente, A e C le tracce degli assi x 
e e sul plano considerato , AB ed AL le tracce, sul medesimo piano , dei piani 
a, e Qg condotti per A. Siccome la curva (P) deve toccare in L la retta all'in- 
finito del suo piano, AL b un diametro. Inoltre (P) passa per A e per C, e tocca 
AB in A. Questi quattro dati determinano la parabola. Questa si riduce a due 
rette reali, nna delle qnali all'infinito, o pure a due rette coincidenti, quando il 
plano condotto per { è orizzontale o verticale. La costruzione del diametro cade 
in fallo quando si tratta del piani condotti per Z, , ossia dei piani a^. Ha se sì 
osserva che in questi casi il ponto sta all' infinito suU' asse e , basterii con- 
durre per A la verticale AL , ohe sarà il diametro cercato. Siccome la tan- 
gente AB è orizzontate, si vede che A è il vertice della parabola, ed AL il 
suo asse. 

Ci resta da considerare 1 piani che passano per l, , ossia i piani a,. Tn que- 
sto caso la linea complementare di l, si riduce all' insieme di dae generatrici 
1,1', il cui punto d'incontro G, sempre reale, sta sull'asse t. Ad un piano a,, 
situato inferiormente all' asse x, corrispondono due rette I ed Z', reali e distinte. 
Queste si confondono In una qnando Rj coincide col piano xp o col piano al- 
l'inflniio. Finalmente per i piani ts, situati superiormente all'asse x le generatrici 
corrispondenti diventano immaginarie. 

Ora dimostriamo che non vi sono altri oasi nei quali avviene che (L) si 
spezza. Per quanto ai è visto innanzi basta far vedere che, oltre te rette gift con- 
siderate, non ve no sono altre interamente collocate sulla superficie. Ed infatti 
il punto all'infinito d'una tal retta deve necessariamente appartenere ad nna 
delle rette I, , I, , sicché la retta che si considera sta in un piano a, o in un pia- 
no a,. Nel secondo caso essa coincide con l'asse s, e nel primo essa è una delle 
generatrici l o V, o coincide con I,. 
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I risultati ottenntì ci mettono in grado di definire Is sapersele in modo in- 
teramente geometrico: 

/" definizione — Per an punto d' nna parabola , eitaats in un piano qnatnn- 
qne o , condaciamo , fuori di a, nna retta e , non perpendicolare all' asse delta 
curva. La 'superficie (36) è il luogo delle perpendicolari alla retta s, che si ap- 
poggiano sa quesu e sulla parabola. La condizione aottolineata è essenziale, al- 
trimeoti la superficie risalterebbe composta d'un plano e d'una quadrica. 

2o definizione — Si prenda nello spazio una parabola, e, fuori del suo piano 
la retta z, parallela all' asse della curva. La superficie (36) è il luogo delle per- 
pendicolari alla retta 2, cbe incontrano questa retta e la parabola. Questa defi- 
nizione mostra cbiaramente che il conoide (36) dipende da dae costanti: la di- 
stanza fra 1' asse della curva e la retta e , e V inclinazione del piano di queste 
rette su quello della parabola. 

Dalla medesima definizione risalta evidentemente che ciascun plano ts, ta- 
glia il piano xz ed il piano o^, condotto per l'asse z, secondo dae rette, armo- 
nicamente conjagate con le generatrici l ed V. A tale proprietà , espressa dalla 
relazione cot? + cot?' = 2eota , si perviene anche sommando le (37), ed esegaendo 
facili riduzioni. Inoltre dalle (37), se vi si pone, per semplicitA, (^ = 2TtoBena, 
si deduce che l' angolo delle generatrici , in ciascun piano o, , è dato dalla 
formola 



e cosi , mentre si trova nuovamente che le generatrici coincidono per t = e 
i = ao , si vede inoltre che diventano tra loro ortogonali per t = io > '''o* nel piano 
13, situato alla distanza «g = '/, ^fo* = sen'a/fe' dal piano xy. Dopo ciò si può dare 

air equazione (36) la forma alquanto più semplice y* (arsene — j/ cosa)* = 0, 

col vantaggio di farla dipendere dalle costanti a e 2,, il cui significato geome- 
trico è noto. 



ERBATA-CORHiaB : A pag. 290 del fascicolo Settembre-Ottobre 1905, invece di 
Nota del Dott. Americo Campagnuolo, ttudtnte ecc. , si legga Nota di 
Americo Carapagnuolo, eludente ecc. 
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SU CERTE SUPERFICIE DI CONTAHO 
; SU UNA DEFINIZIONE SINTETICA DELIE SUPERFICIE POLARI 



Dott. ACHILLE DOMINIONI 



In questa Nola mi propongo di stadiare il luo^o f^* relativo ad an sistema 
jFip* di superficie, d'ordine n e dimensione k, e corrispondente ad an panto F, 
cioè il iuogo dei pnnti in cui rette ascenti da P hanno contatti (ft + l)'""""* con 
superficie del sistema dato. 

Per mezzo della teoria di tali Inoghi 9„* , darò ona definizione sintetica 
delle superficie polari di ana superficie data, la quale definizione non presuppo- 
nendo per nulla la teoria dei centri armonici , potrebbe servire ad una nuova 
trattazione del tutto geometrica delle polari, non priva d'interesse. 

Il Prof. G u e e i a ha già dau una definizione siffatta delle curve polari, fon- 
dandosi sulla teoria del laogo (^y* relativo ad un sistema lineare a>* di curve 
piane e corrispondente a un punto P del piano. Inoltre il luogo cp^* ò stato da 
In! studiato nel caso che il sistema di superficie sia un fascio {k= 1). 

Studiando il problema nello spazio, e nel caso di k qualunque, si viene a 
risultati che comprendono come casi particolari qaelli trovati dal signor Cuccia. 

Troveremo in due modi l'ordine [i» e la moltiplicità 6j_, del luogo 9^* nel 
punto P. 

10 Uodo. 

Sia dato un sistema lineare od* di saperflcie generali d'ordine n, 

(») iri™*^ IP, , P, , . . . , F»., . F»_, , fk\ f 

individuato dalle k+l superficie linearmente indipendenti, 

Po . F. > Pi . ■ • ■ . P»-i . P»-i > Pa- 
sta F un punto ad arbitrio nello spazio e s' indichi con f^" la superficie 
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Iqo^o dei posti in cui rette condotte da P hanno contatti d'ordine k con snper- 
flcie del BÌ8tema (1). 

Ciò premesso, U sistema lineare (1) si pnò intendere generato dal sistema di 
dimensione minore. 

(2) t*'!n*"'= tFo , F| , . . . , F»., , F*j^,ì , 

quando P*t_, varia nel fascio (F|_, , Fj). 

Relativamente agli infiniti sistemi (2) e In corrispondenza al pnnto V avre- 
mo nn sistema od' di saperficie <pp**~' , Inogo dei punti in cui rette condotte 
da P hanno contatti d' ordine ìc — 1 con superficie di ciascuno degli infiniti si- 
stemi (2). 

Indicando tale serie con (9p*~'), dimostreremo che essa è un fascio. 

Assegnato infatti an punto generico A dello spazio, congiungendo P con A, 
esiste una ed una sola enperflcle Fj del sistema lineare (1) avente in A an con- 
tatto d' ordine k—l con la retta PA; tale superficie non appartenendo in gene- 
rale al sistema oo*"^ 

(3) jFU^-'stFo ,F, , . . . , F,_,i, 
essendo A nn pnoto arbitrario, determinerà un solo sistema 

|Fo , F, , . . . , F,_. , F*,_,| 

che la contiene ; la superficie fp**"' relntìva a tal sistema è la sola super- 
ficie del sistema (9p*~') che passi per A. Ciò posto dimostreremo II seguente 
Lemma, 

Se in un punto Q, a distanza finita da P, la saperficie fp* , sopra descritta, 
è tangente alla retta PQ, Q è nn pnnto di contatto, almeno d'ordine fc 4- 1 , della 
retta PQ con una superficie del sistema jPi* , e reciprocamente. 

Infatti, se la retta PQ è tangente in Q alla superflcio ?p*, cioè se due dei 
punti in cui il luogo <fp* è incontrato da PQ oltre P, diventano infinitamente vi- 
cini, ci deve essere una superficie del sistema a>* che ha in Q e nel ponto in- 
finitamente vicino dne contatti (A; -H 1) —punti infinitamente vicini, vai quanto 
dire un contatto almeno {k + 2) - punto in Q con la retu PQ. 

Ritornando ora al fascio (9p*~*) costituito da superficie ?*p*"' relative agli 
Infiniti sistemi (2) e corrispondenti al punto P, costrnianioci la superficie ^'p*'"' 
luogo dei pUDti di contatto delle tangenti condotte da P alle saperficie del fa- 
scio (9p*~*}. ossia luogo delle curve di contatto dei coni di vertice P alle super- 
ficie del fascio (9p*"*} ('). 



(') Cfr. a n e e ì a " Lezioni litografate: Teoria superficie <pp . 
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Se indichiamo con {i^.^ l'ordine della snperficie generica del fascio (?p*'*)i 
sappiamo che: 

a) Il luogo è dell' ordine 2[*^_, — 1; 

P) Passa semplicemente per la curva gobba, d'ordine (!!»_,)' , base del fa- 
scio, in un ponto qnalnnqne della quale, A, ha per tangente la retta PÀ. 

Intanto se Q è nn punto di ij(p*"' e non appartiene alla superficie 9^*"* re- 
lativa al sistema |Po , F, , , . . , Fj_,! , per la definizione del luogo ^j,*'^ , esi- 
sterà, nel fascio (tp/"^) una certa Buperficie ?„**"', tangente in Q alla retta PQ; 
ma allora, in Ttrtù del lemma , si sa che in Q ha luogo un contatto d' ordine k 
di una snperficie del sistema lineare (1) con la retta PQ, quindi Q è punto del 
luogo fp". Yiceverea se Q è un punto del luogo 9p* , cioè ac Q è punto di con- 
tatto d'ordine k di una enperflcie F, del sistema (1) con la retta PQ, allora la 
snperficie del fascio (^p*"') relativa al sistema lineare co*"* |F, , F, , . . . , F*i,_,| 
contenente F, sarà tangente in Q alla retta PQ, e quindi Q earjt un punto del 
luogo i^p*-!. 

Dunque: In ogni pnnto del luogo ^^'^ , che non appartiene al luogo 7p*~* 
(luogo dei contatti d' ordine it — 2 di rette uscenti da P con superficie del siste- 
ma jF, , Fi , . . . , Fj.,t) ha luogo nn contatto d'ordine k di una superficie 
del sistema |F|* con una retta uscente da P (la congiungente quel luogo con P) 
e viceversa; cioè il luogo 9^* fa parte del luogo "j/p*"^- 

È facile dopo ciò dimostrare il seguente 

Teorema — Il luogo lì'p*'* si spezza nella superficie fj' relativa al siatema (1) 
e nella superficie 9^,*"* relativa al sistema (3). 

Il teorema è vero per k = 2 , intendendo 9^* ^ F,,. 

Infatti si abbia una rete [F^ , F, , F,], che può essere generata dal fascio 
(F(,P*) , quando F* varia a sua volta nel fascio (F, , F,). Al variare di F* , i 
luoghi tff,'* relativi ai fasci (F^F*) descrivono un fascio (9'p); dì questo faiscio aia 
^p' il luogo dei punti di contatto delle tangenti condotta da P alle auperfioie 
del fascio (9'p). 

Dico che 

fp=V-F„ 

(dove 9p* è il luogo relativo alla rete [F^ , F, , F,l). 

Che ^'p si scinda nel luogo 9^' , è stato dimostrato net caso generale. Di- 
mostreremo che il luogo residuale è appunto la superficie Fg. 

Infatti, sia un punto qualunque di Fg: ci sarà nella rete una anperflcie F' 
la quale tocca in la retta OP. Il luogo 9'^ relativo al fascio (FqF'] passerà 
per {punto base semplice) e avrà per tangente in la retta PO. 

Ma 9'p è una superficie del fascio (9^) e poiché tale superficie 6 tangente 
in alla retta OP , il luogo ^'p paaaerà per e quindi Fg fa parte di 4'p- 

Citi posto , facciamo vedere che se il teorema è vero per k = 2, è vero 
per k=3. 

Sia 11 sistema jF^ , P, , F, , Fgl , generato al solito da [Pg , F, , F,*J , dove 
P,* varia in (F, , F.). 



e bv Google 



){ 353 )( 

ConBÌderìamo al aolito il fasoio (f,*) dei laoghi f^*'. Troviamo il luogo 4'y^ 
si tratta di fare vedere che di qaesto Inogo fa parte il luogo 9'^ relativo al fa- 
scio {FjF,). Sia (non Bitnato In ipp*) «n punto affatto geoerìco del luogo ^p'. 

Gì sarb dunque una superficie del fascio (F, , FJ che tocca PO iu 0; sup- 
porremo che sia Fj stesBa (se no cambieremmo). Inoltre nel sistema o* dato, ci 
sarà una superficie che ha in un contatto tripunto in con PO. La quale aa- 
perficie non sarà né Fg (che non passa per O) ne F, ^ e potremo supporre cbe sia 
F' linearmente indipendente da F e F,. Ne viene che il luogo f/ relativo a 
[Fg , F, , FI passa per 0. Ma queste rete [F^ , F) , F'] si potrà generare dal 
fascio (Fo , F*), variando F» nel fascio (P, , f). Costruendo il solito fascio (<t'^-- 
Inogo dei ip'p* — e poi il luogo <}' p t sappiamo cbe 

^, = f,-- F.. 

Ora del fascio (f'^) fa parte il luogo 7'^ relativo al fascio (Pg , Fj) è an- 
che il luogo relativo al fascio (Fg , P'j , che passa pure per ed ha per tan- 
gente !n la retta PO. Dunque il luogo ^'^ passa anche per ed ha per tan- 
gente in la retia PO. Poiché 4''p^fp"-Fo e F^ non passa per 0, ci passeri 
7p* e avrà per tangente PO. Ma tp^" b una superficie del fascio (9^*) , e quindi 
il luogo i}ip* deve passare per O. 

E cosi in generale , ammesso vero il teorema per nn sistema ao*'* , dimo- 
streremo che è anche vero per nn sistema lineare od*. 

Sia nn punto generico della superficie 9^*"* relativa al sistema (3). La PO 
avr& in un contatto d' ordine k — 2 con una superficie di esso sistema, snppo- 
ni.mo con P..,. 

Inoltre 11 sistema lineare (1) contiene una superficie, F\_i , avente in un 
contatto d'ordine Jt — 1 con la retta PO. Indicando con F**t_t la superficie del 
fascio (F|,_,F|), tale ohe il sistema lineare od""* 

(4) IP'I'-' = (F, , F, , . . . , P,., , r~^,l= IF, , P, , . . . , P... , P'..,| , 

contenga P'jt_i , la superficie 9p'*~' relativa a tal slstama passa per 0. Intendia- 
mo che il sistema (1) sia generato dal sistema 

(5) |F. , P, , P,^ , FV,i , 

quando la F*p,.j varia nel fascio (P^^, , P\_,). 

Consideriamo il fascio (9^*^*) relativo agli <»' sistemi (5), e consideriamo il 
luogo ^p^~' dei punti dt contatto delle tangenti condotte da P a superficie di 
questo fascio; per ipotesi ques'o luogo ai spezza nella 9p'*~' relativa al siste- 
ma (4) , e nella 9^*'' relativa al sistema 

P. , P, F.^l , 

TOL. ZLIU. 45 
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intunto il fascio (?p*~'), contenendo dae eapertìcie , - la "p,,*"* relativa al siste- 
ma (3), e la 9p'*~* relativa al sistema 

jP(, , F, , . . . , F'»_il , 

paBEanti per (la seconda tangente in alla retta PO], e aventi ivi i piani tan- 
genti distinti, possiede in nn panto base semplice, il laogo <|'/~* relativo al 
faseio (^f^) passa semplicemente per ed è ivi tangente alla retta PO; sicco- 
me iDianto il luogo ^/'* si spezza, per ipotesi, nelle dae superficie ^j,*"*' , ipp*"*, 
la seconda delle quali non passa In generale per O. sarà la ip,,^' tangente in 
alla retta PO: In altri termini è un punto dì contatto di PO con una snper- 
flcie del fascio (ipp*"'), cioè è punto del luogo ^^~^' 

e. V. li. 
Ciò posto, ricordando clie ijip''^ è dell'ordine 2i«(_, — 1, —indicando con ^^ 
V ordine della superficie <f^ e con (i(_, 1' ordine della superficie fp*'* — avremo 
in generale la relazione 

2^_, - 1 = ^_, + ii( 



e in conseguenza 



H, = 2n — l , ^0 = n 
Vt - V-i-t = n - i 



Vf ^ . fcC*+t) 



La superficie ^p* * dunque deli' ordine ^* + ^^2» — fc) 

Por trovare la multiplioit& del punto P per la superficie ipn* stessa , osser- 
viamo che una retta, R, condotta ad arbitrio per P, incontra le superficie del 
sistema [Pj„* in gruppi di n punti di una involuzione I„*, di grado n e specie 
k, avente (A + l)(n - ft) punti (* + i)-""» ^ che sono i punti in cui la retta K 
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nscente da P incontra ulteriormente il luogo f ". Essendo - 

di <pp*, la maltiplicità g^,, del punto P, sarà data da 

_ (fe+l)C2n-fc) 
«»-i 2 (*- 

2.0 Modo. 

1. È facile dimostrare che se il luogo 9^* ba un punto Si-j""^'" nel pnnto P, 
il cai cono tangente indichiamo con K^ , allora il laogo <f^~' relativo al siste- 
ma »*'• formato da tutte le Buperflcie del sistema primitivo passanti per P, ha 
□el pnnto P anche un patito Ej^.,"''"' il cni cono tangente è lo stesso cono Kp. 

Infatti, sia g una generatrice qualunque del cono K^. Essa è una retta che 
coDglange 11 punto P ad un punto M infinitamente vicino situato sul luogo <f„*\ 
e quindi, per la definizione stessa di ^^ , ci sarà una superficie del sistema dato 
la quale ha in P un contatto {É + l)""™"'" con la retta g. 

Reciprocamente, si vede subito che se una rotta uscente da P ha un con- 
tatto {*:+ i)-J™«"> in p stesso con una superficie del sistema, questa retta deve 
congiuDgere P con un punto infinitamente vioino del luogo f^", cioè dev' essere 
una generatrice del cono Ep. 

Ora il luogo ?p*~* relativo al sistema »*"' della superficie passanti per P 
ed appartenenti al sistema dato, è per definizione il luogo del punti in cut rette 
uscenti da P hanno contatti k''^'*" con le supertlcie di tale sistema; e se una 
superficie del sistema primitivo ha ud contatto (k + ly^" in P stesso con la 
retta g, noi possiamo anche dire che essa con la retta g ha nn contatto k-p""'" nel 
pnnto U infinitamente vicino a P ; ma polche U , per definizione appartiene al 
luogo Tp"** anzidetto, concluderemo che la retta g b tangente a 7p*^' nel punto 
P. fieciprocamente, ogni retta tangente in P al luogo f^"'' è una retta che ha 
un contatto jfc-*™""' con una superficie del sistema co*"' in un punto M infinita- 
mente vioino a P, cioè una retta che ha un contatto (fc + ij-p»»"» in p con quella 
superficie, quindi una generatrice del cono Kp. 

Dunque: Tutte e sole le generatrici di Kp sono tangenti in P al luogo 9p*"', 
il che vuol dire che questo luogo ha in P un punto di eguale multipHcìtà ^^__, 
e avente lo stesso cono tangente Ep. 

Da quanto or ora si è visto possiamo ricavare per altra via l'ordine t'u del 
luogo ^p", ed il grado di multiplicit& j^^, del punto P per la superficie tf^. 

Infatti, una retta K, condotta ad arbitrio pel pnnto P Incontra le superfi- 
cie del sistema |F{„* in gruppi dì una involuzione I„* di grado n e specie k. I 
(A + l)(n — É) punti (fc + 1)""'"* di questa involnzionc sono i punti In culla retta 
B, uscente da P incontra ulteriormente il luogo tf^*. 
8i ha quindi: 

(O) [*» = {& + !){«-*) + 5»-r 

II luogo ipp*"' , relativo al aistema lineare jF!*"' costituito dalle superficie 
del sistema jFl* paasanti per P, ha anche esso in P un punto di multipliclt* 
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^„„j ; siccome, d'altro canto, i punti in coi la retta B condotta ad arbitrio per P 
incontra nlterlonnente 9p*~' aono i pnnti fc-^' dell' Involnzione I*~'„_i , di grado 
n — L e specie k~ l , Indlvldiiata dai grappi di n — 1 pnnti in cai la retta R 
è incontrata dalle snperflcie del sistema lineare \¥\^^ , pOBSiamo cooclodere 
essere 

m t*«-.=fc(«-ft)+5*-.. 

Ciò posto , eliminando ^_, dalle (a) e (^) , si ottiene la formola di rì- 
corrensa 

dalla qnale essendo ^ = 2n—l, si deduce 

(ft+lK2n-iS:) 
H- 2 

e sostituendo questo valore nella fa) si ottiene 

'•*■■' 2 

Riassumendo abbiamo: 

TaoKBUA I, — Dato un aiaiema lineart co* 

jF, , Fj , P, , . . . , p,_, , F»,, , FnU* , 

di superficie generali d' ordine n, la ttiperflcie 9^* , luogo dei coniata' d' ordi- 
ne k di rette uscenti da F con superficie del sistema stesso, ì una superficie 
d'ordine 



tangente coincide col cono 

tangente in P al luogo analogo ipp*~' relativo al sistema «*"' costituito da tutte 
le superficie del sistema primitivo passanti per P. 

Tale luogo epp* , insieme con la superficie analoga f p*""* , luogo, cioi, dai con- 
tatti d'ordine i — '2 di rette uscenti da P con superficie del sistema 

>^,.^, f,-. ,r.-.l."-', 

cottituiico « luo</o dei contatti (di prim' ordina) di rette uecenli da P con euper- 
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fide del fascio (?p*"') costituito dai luoghi ipp*^ relativi agli oc' «istemi co*"* 

|Fo , F, , . . . , F^., , F»,_,| 

che si ottengono col far variare la superficie F*^_i nel fascio (r|,_, , Fj,). 

2. Per lo stadio del comportamento del luogo f^^ in singolarità ordinarie 
del BiBtema, o di qoalchedana delle snper&cie, considereremo la partìcolBre con- 
gruenza dello spazio, laogo di rette aventi contatti (ft + 1) -i*""" con enperflcie 
del sistema nei punti di una trasversale B dello spazio. 

É evidente ohe essendo B ona retta qnalanqae dello spazio, l'ordine della 
coDgraenza cosi definita relativa ad K (cioè il numero dei raggi della con- 
gruènza uscenti da un punto arbitrario dello spazio) egnaglia V ordine del 
luogo ippV 

Infatti, a ognuno dei raggi della eongraenza uscenti da P corrisponde sulla 
retta B. un ponto io cai noa saperflcie del sistema tocca qnel raggio secondo nn 
contatto (fc + 1}"*'"'*"' , vale a dire un panto del Inogo ^p*; e reciprocamente. 

L' ordine delta congruenza è dunque eguale a 



e la sua classe (numero dei raggi situati sopra nn piano arbitrario) b, come si 
vede sabito; egnale a 



fc(fc^-l) 



Osserviamo inoltre clie per ogni panto della retta E. escono infiniti raggi 
della congruenza, cioè ogni punto di R è singolare. ' 

Il grado di multipllcità di essa, cioè l'ordine del cono formato dai raggi 
della congruenza uscenti da un punto di R, può essere determinato facilmente, 
osservando che le rette uscenti da un punto di R e aventi ivi stesso on con- 
tatto (4 t l)-*™»'" con superficie del sistema , non sono altro ohe le generatrici 
del cono tangente al luogo iPo*~' relativo al sistema od*"' costituito da tutte le 
superficie del sUtema dato passanti per 0, e corrispondente al punto medesimo. 



L congruenza. 

Xon sarà Inntile osservare che qualunque sia B , se v è 1' ordine della con- 
gruenza relativa, e £ il grado di multlplicità di ogni punto di B, il numero p 
dei raggi della congruenza uscenti da (oltre quelli che costituiscono il cono 
d'ordine §) e coincidenti con la retta R, è sempre tale che si ha 

f = v-5. 
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Infatti il plano FR taglia la congraenza Beooodo ana cnrva inviluppo dì 
classe V per la quale la retta B è tangente (p)-upla, e le tangenti osoentì da 
un punto di B. (oltre questa) sono in numero di $, onde deve essere v = p 4 S. 

Indicheremo con 



\{^n-k)(k + l) k(k + !)■ 



la congruenza relativa alla retta B, d'urdinu 



2 Jb 

(2.-t)(t + l)„^, „ Kt + 1) 



3. Snpponìaioo che il sistema contenga una superficie Fg avente nel punto 
un punto j-"***"", una superficie Fj avente in un punto (r + p,)""'^, una su- 
perficie F, avente in un punto (r + pj)""^'" , . . . , e finalmente una superficie 
Ffc dotata in di un punto (r + p»)""'*"'. 

Supponiamo noltre che sia 

l<Pi < P» "^ ■ ■ •<?*<«• 

In tal caso la superficie generica del sistema |F[„* ha in un punto r'"'^" 
a cono tangente fisso. 

Chiamiamo V" i *="*r+p > • ■ • > *'*V+p ' ''O'^' tangenti (supposti linearmente 
Indipendenti) in alle superficie F^ , F^ , F, , . . . , F„. 

Proponiamoci d' Investigare; 

a) Come si comporti in il luogo <p(,^ relativo al sistema dato e corrispOD- 
dente allo stesso punto O ora descritto. 

b) Come si comporti il luogo »p* relativo al sistema dato e corrispondente 
a un punto P qualunque, nel punto descritto. 

Cato a) Una trasversale B condotu ad arbitrio pel punto taglia il siste- 
ma \Fi„* secondo una involuzione 1/ di grado n e specie k. Tale Involuzione 
si scinde nel punto O contato r volte e in una involuzione 1*„_,. di grado n — r 
e specie k, che possiede la sÌngolarit& ordinaria [Pi , fi , . . ■ , p^]. L'abbassamento 
nel numero del punti (ft+l)""'"' determinato da quella singolarità, è, per un teo- 
rema del signor G u o e i a 

2iP* — J— 
Talché la I*„_,. ha, fuori di 

punti (fc + 1)-"'"'. 

Ma poiché questi punti (ft + 1)"p" della involuzione I*,^^ sono i punti in cui 
la retta R, uscente da , è incontrata ulteriormente dal luogo <fg* , segue che 
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il luogo (po* ha in un ponto maliiplo il coi ordine di mnltiplicìtA egaaglia 



*+i)h-Sp.-'-^' = C' + i)--+Si'. 



a] Sia g una generatrice qualunque del cono J:^"" ; essa è tagliata dal si- 
stema |F{„* in una Involuzione I„* di grado n e specie k. Tale involuzione si 
Bciode nel punto contato r + 1 volte ed in tina involuzione l\^^i che possiede 
la siriKolarità ordinaria [Pj — l , Pi — 1 > • • • » P» — 1] 

L'abbassamento nel numero dei punti (fe-t-l)~*'"* determinato da quella sin- 
golarità è 



2<p.-')-^=2p-^^- 



Talché la involuzione V^-r-i i ^^ fuori di O 



_ {k + 1)(2« - 2r -2-fci 



i-Sp» 



punti (4 + l)"*"'. 

Ma poiché questi punti (k+ 1j~"p" delta involuzione I*„_r_i sono i punti in 
cui la retta g è incontrata oltre 0, dui luogo tf^" , segue che la retta g ha 

(t-H)(2rt-ft) {t + ])(2n-2r-2-fc) Vi , , , V 

^ — 2 — — — 2 ~ *+Z, p» ^j:*^ ' '*f'' + - *+ 2jP* = 

PI 
= (k+l)r l-JJp, t 1 

delle sue intersezioni con la superficie %* riunite In 0. Quindi il cono fc/<» farà 
parte del cono tangente in alla superficie fj'. 

P) Sia g ana generatrice qualonqne di uno dei coni K<"-^.. , K'*'„d i •■■ t K'*'„ 

rispettivamente tangenti in O alle superficie F, , F, , . . . , F„ e, per fissare le 
idee, possiamo supporre che appartenga al cono K'",^ . Essa è tagliata dal si- 
stema \F\J' In una involuzione I*„ di grado n e specie k. Tale involuzione si 
scinde nel punto contato r volte e in una involuzione I*„_r di grado » — r {') 



(') S'intende che deve essere n-r>A:, cioè r<n k. 
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e specie k, dotata della singolarità (p, + 1 , fa , ■ ■ • , ?»]• L' abbassunento nel 
nnmero dei pnnti (k 4- 1)*^'* determinato da quella singolarità 6 



L' P« + 1 



Mk + 1) 



Talché l' involnzione I*,^,^ b«, ftiori di 0, 

punti (ft + ir"*"' , i quali eono i pnnti In cni la retta g incontra il luogo ^p,* fuori 
di 0. Segue cbe la retta g ha 

pnnti in comune riuniii in con il luogo •Pg^. Quindi ciascuno dei coni 
K«l„,_ , Kl«^,_ , . . . , K<»„,. 

farà parte del cono tangente in alla euperficie 90*. 

Biaesnmendo si ba la seguente proposizione: 

Teorbua n. — Dato un àiitema di superficie !F|„* d'ordine n e dimensione 
k individuato da k + 1 superficie Fg , F, , . . . , Fj,, le juo^t hanno in un me- 
desimo punto rispettivamente un punto r""*"", (r+p,)"'"", (r+pj)"'"", , . . . , (r+pj)"*"" 
in cui (l < Pi < Ps < . ■ . < p» :£ n) t cui coni tangenti KJ* , K^'J^+p , — > K'*'^,. to- 
no generali e affatto indipendenti fra loro, la superficie ip^* {luogo dei punti in cut 
rette condotte da hanno con superficie d&l sistema |F!„* «n contatto (ki ij-i™"'* 
ha in un punto multiplo, il cui ordine di muUiplicità eguaglia. 

(fc-|-l)r+£p, 

ed II cui cono tangente si scinde nel coni 

K,(«l , KW^ , . . ■ , K'*^^p^. 

Per r = 1 si ha il noto teorema dimostrato dal prof. G u e e i a intorno al luogo 
ifo relativo ad un fascio di superficie. 

Caso b) Sia R una retta qualunque uscente da e pensiamo alta relativa 
congruenza luogo dei raggi aventi contatti (ft+l)''^'*" con superficie del sìste- 
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ma lF{„* nei patiti di R. È evidente ebe l'ordine di late congruenza, cioè il nu- 
mero dei eaof raggi Tiscenti da P, non earà altro che il numero dei punti In cui 
R incontra il luogo ep^* relativo al sistema dato e corrispondente al punto P, ol- 
tre jl punto 0. Determiniamo l'ordine di tale congruenza. Basterà preso un punto 
qualunque Q della retta R vedere qual'è la multiplicità 5 di Q per la congruenza 
ed inoltre qual'è il numero p dei raggi della congruenza UBcenii da Q e coinci- 
denti con R: L' ordine della congruenza sarà p + ^. 

Il numero 5, al solito è — - — . In quanto al numero p esso coincide col nu- 
mero dei punti (fc + 1)"*""', situati fuori di 0, della involuzione I„* di grado n e 
specie 1: determinata su R dalle superficie del sistema. 

Tale involuzione si scinde nel punto contato r volte , ed in una involu- 
zione I*„_^ di grado n - r e specie k che possiede la singolarità [pi , pj ■ ■ ■ p*] 

L'abbassamento nel numero dei punti (k + l'f^'"", di tale involuzione, de- 
terminato da quella singolarità, è, per un noto teoroma del prof. Guccia (•}. 



Sk(k + 1) 
P* ^ — ■ 

Talché la involuzione V„,r ^»i f'^Ti di 0, 



punti Ik f ir"'"'. 

Dunque l'ordine della «iongruonza è uguale a 

Segue pertanto che il luogo «Pp* ha in un punto multiplo il cai ordine di 
mal tipi icità eguaglia 



il'*mn->-> ^ ,. _. ,„,^ n ^ V .. , (Ìii)i2l_-_^ 



S(fc + l)(2r-fc| V 



Veniamo ora allo stadio del cono taogenie al luogo tpp* nel punto , che 
denoteremo con Kg. 



(') Rend. Gire. Matem. t. VII "Due proposizioni relative alle involuzioni di 
Bpecie qualunque, dotate di sÌDgolarit& ordinarie „. 



voti. XLIII 
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CoDginngianio con P e chiamiamo eoo t la retta PO. Facciamo passare 
per t aa piano qaalanqae a, e conalderiamo in esso una trasversale T passante 
per P. 

Le superficie Fj, , T, , . . . , Pj, Incontreranno T secondo k t- l gruppi di 
n punti 

(Ao. , A., , . . . , AjJ , (A„ , A., A,„) , . . . , f A», , A„ , . . . , A..) , 

determinanti una involuzione di grado n e specie k, di cui! (ft + l)(n — ft) punti 
'fc + l)"*"^' che indichorò con 

(M, , M, , . . . , M„«„,.„) 

sono i punti d'Incontro di T col nostro luogo <pp\ oltre il punto P. 

Imagtniamo di conginogere i gruppi (A) ed il grappo (U) col ponto 0; avremo 
k + l gruppi di raggi 

(OAo, , 0A„ , , . . , OAo„) , (0A„ , 0A„ ,..., 0A,„) , . . . , (OA», , 0A„ , . . . , OAt„), 

costituenti un' involuzione di raggi di grado n e specie k, di cui 

(OM, , OM, , OM, , . . . , OM,»^,H„.»)) 

è il gruppo dei raggi (fc -i- 1}""'". 

Ora, se imaginiamo che la trasversale T, rotando ani piano i tenda Infini- 
tamente alla poBizione t, avverrà al limite che il grappo di raggi 

(DA,, , 0A«, , . . . , OAo») 

sarà costituito dal raggio ( contato » - r volte e dal gruppo d^W delle *■ gene- 
ratrici In cui il piano a Incontra il cono E^C" tangente alla superficie F nel punto 
0; cosi il grappo (DA,, , OA,j , . . . , OA,,) sarft costituito dal raggio t contato 
n — f-p, volte e dal gruppo i''V'-p ^^ generatrici in cui II piano a incontra 
il cono K"'^^. tangente alla EUperAcie F, nel punto ; e finalmente il grappo 
(OA^j , 0A„, , . . . , 0A(„) sar& costituito dal gruppo ^^*^r+p delle generatrici 
d'incontro del piano a col cono K<*'r-.p tangente alla superficie F» nel punto O 
e dal raggio ( contato n - r— pj, volte. li grappo (OU, , OM, , . . . , OM(„_n)(j+,)) 
diventerà il groppo delle 



(fc4l)'2r-ft) 



s.. 



generatrici in cui II piano ^ incontra il cono Kg tangente m O alla superficie <r^* 
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Insieme col ragfr'o t contato 

Dunque il piano a incontra il cono K« tangente in alla 3U|)ei'flcie f^* nei 
■""(fg! (ft + l;""'"' differenti da ( della involuzione I*„ di f^rado n e specie k de- 
terminata dai gruppi di raggi 

cioè della involuzione 1" dì grado r + pj, e specie k determinata dai gruppi 

t'«i™ , i'.-'.i>v,. , . . . , ii'i^.. 

È facile verificare che tale involuzione di raggi possiede precisamente 
(ft + l){2r-&) VI 

— 2 — ■^4'p* 

raggi (fc+l)""'"' olire t, dove invece ne coincidono 

(k + 1){2» -ir-k) \ 
2 ^ P*- 

Infatti, r involuzione dotormiDaia dai gruppi 

l"Vt,, , "'-p.-,!'*-'',.,.., 'V"' 

possiede la sm^olarìtà ordiDaria 

[(Pn-P.-i) . (Pl-P«-i) , • ■ • , P«l. 
la quale produce l'abbaseMiuento 



V '('+11 
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net numero dei raggi (k + l) "'"' dell' invoInzioDe stessa. Quindi qaesta ba ol- 
tre ( 



(r + p^~k){k + l) 






raggi (k 4 1)-"''". e. d. d. 

Si osservi che to stesso avviene per ogni piano passante per la retta t, e 
d'altra parte che col rotare di a attorno a (, i gruppi A^'*' , A'"r-tp . ■ • • i ^'\-tp 
generano rispettivamente i coni K^'*!' , Kf'i^^ , . . . , K'%,.. ; si dedurrà facil- 
mente ohe il cono Kj non 6 altro se non il luogo delle generatrici di contatto 
di piani i quali passano per la retta ( e hanno contatti d'ordine k (cioè conten- 
gono k+l generatrici infinitamente vicine) con coni del sistema oc* 

jK,l»%. ;i, . . . .,^ , K»V^_ ..... .,^_p_ , . . . , KI'V^J 

dove l Hf rappresentano piani arbitrari passanti per la retta t. 

Si ha quindi la proposizione; 

Teorema III. — Dato un sistema di superficie !Fl„* d'ordine n e dimenaioHe 
k individuato da k + 1 superficie Fg , F, , F^ , . . . , P^ fe quali hanno Ì7i w» 
medesimo punto rispettivamente un punto 

i etti coni tangenti K^'"' , Ki"^+p , . . . , K.'**^^^ sono generali e affatto indi- 
pendenti fra loi-o, la superficie ?,,* (luogo dei punti in cui rette uscenti da 1' hanno 
con Buperrtcie del sistema dato un contatto d'ordine k) ha in un punto mul- 
tiplo, il cui ordine di multiplicità eguaglia 

(t+lX2r-t) , V, 



ed il cui cono tangente in non è altro che il luogo delle generatrici di contatto 
di piani i quali passano per la retta PO e hanno contatti d'ordine k (cioè con- 
tengono k+l generatrici infinitamente vicino) co» coni del tistema 

j K^K-iitiWJitjW . . . Tut-Jp^ , Kl"J^ itiOiCjt» . . . itl'lp _p , . . . , KiVpJ . 

dove it rappresentano piani arbitrari passanti per la retta PO. 

Per r = l si ha il noto tooreraa dimostrato dal prof. Ouccia Intorno al 
luogo <fp relativo ad un fascio di auperflcie ('). 

{Continua) 



(') Gfr. Teoria delle superficie cpp e delle curve gobbe A^. 
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SUR QUELQDES REUTIONS INTÉGRAIES ENTRE LES FONCTIONS 
SPHÉRIQIJES ET CTLINDRIQDES 

PAB 

O. A. SMITH à Copenhague. 



Il est bien connu, qne U. M. H a d k e 1 , (') de 8 o n i q e (*) et 8 e h a f b e i t- 
lin {', onC represeoté !a sèrie bypergéoraétriqae generale sona forme d'une in- 
tégrale détìnie , qui contieni une fimction cylindrique et que M. N 1 e 1 s e n (*} 
a donne récemment une théorie generale et remarquable de telles intégrales. Or, 
spécialisant les paramètres de la sèrie hypergéométrique , on trouvera par là 
des représentaiions intégrales pour les fonctiona spbériqaea ordinaires et géuè- 
raliséee. 

Quant à la représentation inverse d' une fonction cylindrique par une tn- 
légruie délinie, qui coniient une sèrie hypergéométrique cu particulièrement ano 
fonction sphénque, on n'a connu jusqu'ici, d'après ce que je saia, que la formule 
intégrale suivantc 



2'-.r(.)„.(f)', 



-■/: 



Néammoins de lelles intégrales ezistent et sont digues d'intérét, ce me 
semble. 

Dans le mémoire que voici, je me snis propose d'éludier dea intégrales dé- 
fluics , qui contiennent les fonciions sphériques P*"?»:) et Q^'^tx), qui sont dans 
le méme rapport au développement de la puìssance 

(1 - Sax + a*)-'' 



(') Mathematiache Annaien t. 8, p. 468; 1875. 

(') Ibid. t. 16, p. 51; 1880. 

(*) Ibid. t. 30, pp. 168-169, 173174; 1887. 

{*) Handbach der Tbeorìe der Cyliuderfanktionea, Chap. 13. 
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Btilon dea puissances du i, qae Ics foncdoiis BphéHqaes ordinaires an développeiuent 

de la méme puissancc pour v = — ; c'c«t à dire lea fonctions, qae H. N [ e 1 b e n {') 

a introduites récemmcnt sous un polnt de vue general et qui oai été écadiées aupa- 
ravant par Jacobi (•) et parti ealièremont par feu M. Oegenbaaer ("). 

Lea functions P et Q ao pi-éscntent sdub forme dea séries de puissances 
comme eult: 



où F déBlgne la sèrie hypergéoraétrìqne ordinaire, et où il faut udmettro dans (2) 
qae |x| > 1 , tandis qae P est nn polynome entier, de plus les fonctions P et Q 
cona ìtnent un aysième fondamenta! d'intégrales de cene éqaation différenticlle 
homogène et Hnéaire dn second ordre 

(3) (1 -a!»)y"* -(1 t 2v)a;j") + n(» + 2v)i/ = 
ou, co qa) est la rnAme chose 

(3*") D, [a - W^^ -tf"*] - - » « + 2v)(l - a!»)""» -y. 

Quant à l'éqaation (3), elle admet & l'ìntériear du cercle |x| = 1 cea deaz in- 
tógrales particulières 

(4) Y,'"(«) = f(-| , |+v,i,rr') 

c'cBt-&-dire que noOB aarons une identité de cette forme 

(5) Q"'» = aT,'''-(a:) + BT^^'-C^) 



(■) Comptes rendus ^0 mai 1904. 

(') Journal fìir Mathematik t. 56. p. U9; 1859. Werko, t. 6, p. 184. 
(') Sitiungsberichte Jer Akademie in Wien, t. 70, 1874; 75, 1877; 97, 1888; 
102, 1893. 
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où a et b dée^ffaant denx constantes par rapport ft x; on tronvers sans poine 

Rcvrnnns laaintonant aoz déflnitlons (1) et (2), nous anrons immédiatement ces 
deax formales fondamentales 

(6) D^P'-'Ca) = 2vP''*''"-'(a:) 

(6»^) D^Q^'-ix) = - i ■ Q"*' •"-' (X) ; 

or, il CSI éviilent qne les formnles (2) et (6^") noas doDnent de la coonaissance 
r«Iaiivc à la valear de Q'''''(») ponr x -^i , lea seuls pointa singnliers finis, qai 
Bnnt pnseibles ponr cotte fonction. 

En oflet, BapposoDB R{v) < - , la formule (2) donnera , en verta de la for- 
mnle de fl a n s s , ce résnitat nnmériqae 



r(» + ih)r(i-v) 



0& il fant admettre 



Q'''"(li= iim Q^'-CH e), 

M=+o 

! lo moiitre clalrement le tbéorème d' Abel sar la vulenr d'ane sèrio de 
puissaiicis convergeote dana no poìnt de la circonférenco de bob cordo de con- 
verge noe. 

Cela poaé, noas aarouB évidemiDent cotte valenr limito 



Um \a-x>)^Q,--''{x)\=0, 

an X désigne une quantité positive aussi petite qu' on le veut, et où il faut ad- 
mettre constamment B(v) < — . Appliquons ensnito la formulo 
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coQséqnence immediate de (6^''); un théorème fondamentat très connn (') donnera 

(7) lim H-xy"Q''+''-»| = 0, 

où il faat admettre corame auparavant R(v) < ^ ; c'est-ft-dlre qae nona avons 
démonlré cette propositiou esBcnticlle dans ce qui snìt: 

SupposoHS que R(v) > — r- ; il est posstble de déterminer une qttnntité posi- 
tive [(> plus petite gue l'unite, telle que 

i 

(T»*-) lim \{l-x')' 2*V'»| = 0. 

i=±l 

Quant aux valears a; = ± 1 , qui flgurent dans (7) et (7*"), on peut admettrc 
x = l -£,x = — I !-E anBBJ , où e desiane noe qnantìté positive ansai pelile qn'on 
le veni, comme le muotrera clairement la formnie (5). 

Cela pose, il est évident qne les deax intégralee rectilignes 






ont an sene toutes les denx, ponrvn qae R(m) > — ^ , et qn'elles répréaentent 

dans ce cas des fonctions transcendantes entières do x, fonctiona qne nons avons 
& déterminor maintenant. 

A cet efiet, posons pour abréger 



=:[ e'"F-(l -(»)""*<« 



où F desiane ?"-"(() ou Q*''(() ; des différentiations repéiécs sona le signe in- 
tegrai par rapport à x, qai sont pennlses évidemment, donnent 

{8) 2 = / e."'¥-{l-t^)*-\tdt 

{8"") S^/ 6'»P.(1 -*»}*-« f«.d(. 



(•■( Voir M, D i n i : Grnndtagen ftlr eioe Theorie der Funktionen einer ver&nder- 
lichen reellen Qr6sae p. 105. 
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Iniégrona maintona&t pur partleB dans (8); noas aurone, en vertu do (7^"), 

mottons ensalte dans (8^") t* = 1 - (I — t*), nous aarons de mème 
d'ob sane pelne 

Or, une integration par parliea donnera ponr l' intégrale définio 
cette expreBBion nonvelle 

d'où, on verto de (7) et {3**') 

c'est-à'dire qae les formnles (9) et (9'^'^ donnent pour notre Intégrale y cette 
dqaation différentìelle linéatre 

dont r intégrale complète se présente sons la forme 

y =iB-''(<!,r+"{tx) + c,r'*"{ix)), 

ob e, et e, Bont dea constantes par rapport & a-, tandìs qnc V*'{ix) et Y^'"'(ix) 
TOL. ZLIII. 47 
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(lésignenC Ics fonctions cytindriqaes de première et de denxièmo espèce ('), de 
sorte qae nouB avons démontré cette proposition trèe singnlière: 

Suppotona E{v) > - -^ ; le» deux intégraUs définies 






■"{(;(] - t^)"' T dt 



représentent la fonctioa x~''l''*"{ix) , abatraction fatte d'un facteur, qui est indé- 
pendant de x; c'eit-à-dire que le rapport dea deux intégrales auaditea est indé- 
pendant de x. 

Pouf déterminor Ics vuleare dea denx constantes suedites, poeoDs 



J e'"?*' ■"(()(! - (*)' idt = A^x-''V"{ix) 



(0(1 - ty-idt = B„x-n''*''(ix) , 



puis dìfférontions n foia par rapport h x, notte aaroiia en mettant ensuite x=:0, 
et en applicant la Bérle de paissanco ordinaire 






ces deax formales intégrales: 

"" "•■ (!)""• rcTTrri)'!-!'""-''''"''"'"'"'" 

Or l'inlégrale (II) est très connue, nous aurons en effet 



O Voir M. Nìelsen: Handbnch, p. 130. 
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appliqaons ensaite la formule 

r ((» t v)r(» + V + y) = vJr(2» + i^yr"-"" 

uoas aarons Raalemeot, en verta de tll), ponr A„ oette expression 



(12"") 



A» = 



» l'M •»!(»" 



Qaant à la cooBtante B„ , remarqnons qu' une comparaison enti-c (1) et (4) 
i (4*"> donnern respcctivement 

»!r(v) ' '•' 



?•■■"'(,.) = 



(-i)'r(v + in-i) 2 



Y,-'""(», 



rcmarqQODS ensnite , qoe ^^■'"(x) est ft l' intérieor du cerclo la;| = 1 une fonction 

iinpaire, taudis que T/'*"*'(=c) 6at pnire , nou8 aurons , en vena de (5) et (5*"), 
ces deux formales ietégralea 



l'"Q''"(l)(l - l')-i dt 



(-l)"i.lr(.) 



(0)-I., 



ne l'iiilégrale (lòflnio, qui fijjiirc (iiina (12) ; c'cst-à-dire qne les for 



où I„ (I esigi 

mnles (11) el (11"') donncnt 



'''" = 4C.T^~-'*"">''''*- 



_ (-i)-*' -.,ir(v) „,,„ 



r(« + V + 1) 



Q'*'''"(0).A,„., 



de aorte, qa' il s'agit de détei-ioiner acalemeat la valeap nniaeriqao Q*''{0). 

A oet effel, ti-aosformona 1' éqafttion différciitielle (3J en introdutsant ^1 +a:* 
commo varlable indépendento , nona aurons pour Ics fonctlons P*""(Vl 4-a:*) et 
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Q'''''(\^l + SE*) cette éqaatioQ aunlogne 

a:(l +a;*j-«l»l + {2v f (1 f 2v}a:)-z('> - n(n + 2v)ìb.z = 

qal b' intègre immédiatemcnt & l'aide de deux séries bypergéométriqnes, et noas 
avons , en émdiant lu nature do point singnlier jc = » , aoQ identiié de octte 
forme 

d'oli eo posant a; = t et en appliqaant la formale de O a a s s 



Q''-"(0) = 



oti p designo nn nombre entier qaetconqae. 

Nons deflnissoDB dans ce qnl sait, poar |x|< I, la fonctìon maltifoniie Q*-**<x) 
telle qae 



Q'"(0) = 



et con qae. 
lit, poDF \x\- 



r(i fi)- 

(le sorte qae noas obteoons 



(13) 



B..= ''""-';g,"'"' .(-ir..-.2^. 

|°..^-- ^T::òr^' '-'-'"-- 



d'oQ fiDalement ces représcnIauonB inié^rales de la fonctìOD cylindriqae de pre- 
mière eepèce 

2'"r(v).„!(|)'..™ r 

(14) i'"(») = — jrfi;rrsì j _^«"-P'-"W(i - «V-i <« 

(15) B„.I"-"(tx) = ar'. J e".Q''"(l)(l-l')*"Ì<il, 
oti le coefflcieot B„ se détermlne & l'Aide de (13) 
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Poaons dans (14) n = et (— ix) au lieu de x , noas retrouverons une for- 
male Intégrale due à B e b s e 1 (*J. 

La forme mème dee deux intégralea (U), (15) nous donne immédiatement 
nne suite de résaltats analognes poar lea deux fonotiona aphériques P et Q. Od 
nnra par exemple 



(16) t''P''-"(*Xl -t*r*dt = 

(17) j tfq!'-*'(t){l-t*y-ìdt = 

ott p déslgoe un nombre eutier noa négalif et égal à n-1 au plus ou d'une 
pi.rUé contraire de celle dg n; la formule (16) eat très connue, tandie qne (17) 
eemble étre noavelle. 

Pouf obtenir une antro application de noa formnles géuérales , anpposooB 
quo la Bérle de puisBances poaltlvea entlèrea 



nt)= 2 (»«'*' 



alt Bon rayon de convergence égal à 1 au moina et qu'elle Boit intégrablo terme 
à terme deC=-l h t = + i , nons anrons 



(18) J f{()P"'"(OCl -''ri''* = 

(19) j_^AOQ^-"(0(i-*V-'»rft = o. 

Il eat évfdent que les formulea (18), (19) Bont valablea auBsi ponrvu qne A*) dé- 
Bigne un polynomc entier du dégré n— 1 au plus par rapport à *, 

Corame dernière application de noa deux formules intégralea (14), (15) énon- 
fons la proposition intéressaute: 

Suppoaona que la airie de 2>uÌ8sancet 

m = «0 + a,t + a^t* + a,t> + ... 
aoit intégroble terme à terme det=-làt= + l; le rapport de eea deux in- 



(') Voir M. Nielaen: Handbnch, p. 51. 
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tégrales definita 

ett indépendaiit de f{t). 

Posons dans lea Tormalcs qni précèdent v= — , les fonctionB P et Q dé- 

viendront idciitiqaea aax fonetions sphériqnes ordinaires do Legendre «t Heine. 
le me résorve do ti'aUer dans ano antro occasion les deux intégrales ana- 
loguos aux précédentes, mais dont les lìiuitcs sont Ics deux aatres poìiits aioga- 
liera t = ì et i - co , ou ce qni revient au memo, t= - l et ( — -», iniégrales, 
qui l'óprésenient dcs fonetions cylindrìqucs ausai. • 
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SOPRA ALCUNE CLASSI NOTEVOLI DI PiUMUrAZIONI 



Dott. SILVIO MINETOLA 



1. Dati n posti ed n oggetti diatinti , è Importante stabilire il namero delle 
permatazjoiii In cui ogni oggetto ha cambiato posto ('), e corcare iadt di fissarne 
le sne priocipnii proprietà; e noi stossi mostreremo fra non molto in questo pe- 
riodico, comò ana tal questione si connetta essenzialmente allo studio delle pro- 
prietà d'alcune notcroli operazioni di polare, nella teoria delle forme alge- 
briche, 

Indicliereme con P"„ un tal numero, e con P'„ quello complementare, cioè 
il numero delle permutazioni che hanno oggetti collocati sui propri posti. Tra 
P'„ e B''„ sussisterà la relazione fondamentale 

(I) P',^ P"„ = « ! 

ed ora ci proponiamo di cercarne un'altra, che permetta di risolvere la questione 
proposta. 

2. Fra lo P'„, vi sono quelle ohe hanno un solo oggotto collocato sul pro- 
prio posto, altre die ne hanno due, e cosi via sino a quella in cui tutti sono sui 
posti corrispondenti. Fissato intanto un oggetto sul suo posto, vi saranno tante 
permutazioni che coìti lo conterranno, quante sono quelle in cui i rimanenti n — 1 
oggetti hanno cambiato posto, ossia P"„_| ; potendo ciò ripetersi por ciascuno 
degli oggetti , si conclude che vi sono nP"„_^ permutazioni contenenti un solo 
oggetto sul proprio posto. Fissati invece due oggetti sui loro posti , vi saranno 
P"„_, permutazioni che cosi li conterranno , e comechè n oggetii possono eom- 

binarai tra loro duo a due in f ") modi diffurcnti, cosi sono f^) P"b-j lo por- 



(') Cfr. Capelli — Istituzioni di Analisi Algebrica, 1903, pag. 
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mutazioni con dac oggetti sui posti corrispondeoti, ed|analogamcnle contlnaando 
si troverrebbe ( .. )P"„_j per il, numero di quello cho ne contengono 3, e via di- 
cendo. Intanto, fìssati n— l oggetti sui loro posti, il rimnnonte resterà natural- 
mente cullocjito sul suo, "e si avrii la permutazione In cui, di tutti gli oggetti, nes- 
suno ha cambiato posto. 

Si ha dunque, tenendo presente l'cguaglianKa evidente F," = 0, 

m P'.= (»)P".., * (''jP",,., , (S)P"..-.H ■••■ K»-2)''''K»-l)'''"*'' 
e sostituendo nella (l) il valore trovato di P'„, sì ricava la forinola 

p.=.p",..C;)p".-,+(2)^".>^--^(»".)^."+(»-.)''."+'- 

È ora anche facile capire che, se bì fissano A: degli n oggetti e si pone la con- 
dizione che solo essi possano collocarsi sui rispettivi posti, la formola precedente 
diviene 

p... = p", + (t) p-,-> + (X) p".-. +■■• + (*) '"'■' • 

avendo indicato con P„_^ il numero di tutte le permutazioni in cui solo i k fis- 
sati oggetti possono trovarsi sui posti d'ordino pari a quello da essi posseduto. 

3. Risolvendo le (1) e (J) por i primi valori di n, e notando i risaltati in 
quadro di evidente disposizione, si ha 



P"„ = , 1 , 2 , 9 ,41 , 265 , . . . 
P„ = l , 2 , 6 , 24 , 120 , 720 , . . . 

4. Possiamo trovare un' espressione semplice di P"„ , e propriamente Io espri- 
meremo in funzione di P"„_, e P"„.(. 

Indichiamo con n, , n, , aj , . . . , a, rispettivamente il l", il S», il 3" , . . . , l'n*" 
oggetto; siano 1 , 2 , 3 , . , ■ , n gli n posti. 

Tra tutte le P"„ permutazioni, vi saranno quelle che avranno an oggetto qual- 
siasi, ad es. Qj, collocato i<n un dato posto, ad es. il l", purché questo non sia 
d'ordine eguale a quello dell' oggetto fissato. Ora, le P"„ che hanno a, collocato 
sul lo posto, avranno a, o sul i" , o in altro qualsiasi. Intanto, quelle che 
hanno a, sul 2" posto sono in numero di P"„_g , dapoichè essendo in tal caso 
a, ed a^ collocati sui posti 2° e l" rispettivamente, i rimanente n-2 oggetti si 
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diaporranoo in P"n_i modi distinti sui rimanent! n — 2 posti Ai pari ordine. Ci 
reata a Ted«re quante sono le P"„ in cui a, è collocato in posti diversi dal 2". 

In questo caso, gli n — 1 oggetti a, , a, , . . . , a, da collocarsi angli n- 1 
posti 2 , 3 , . . . , n, si disporranno in P",.i modi differenti, dapoichè la condi- 
ziono che mai a, cada sai 2° posto, paò far dire che si tratta di disporre gli n~l 
oggciti in modo cho ciasonno di essi non sìa collocato sa nn dato posto; In altri 
termini, il pretendere che a, non cada sai 2" posto, eqnivale alla condizione che 
a, non sìa collocato sai proprio posto , ritenondo per un momento che a, e 2 
siano, rispettivamente oggetto e posto di pari ordine. 

Biassumendo, slamo venati a stabilire che le P '„ aventi a, collocato a L» po- 
sto, sono in numero di P"„-i + P'„.,; d'altra parie, eolio stesso posto possiamo 
collocare ciascuno degli » — 1 oggetti a, , dj , . . . , a„, e ripetere ogni volta 
il medesimo ragionamento, epperò se ne ricava la formola 

(3) P",.= (n-l)(PVi + P"«-i). 

la qaalo non ha elgnlflcato, evidentemente, solo nel caso di n = l , 2. 

5. Ci sarà facile far vedere che la proprietà preoedontemente dimostrata per 
P"») 6 goduta altresì dal numeri P„ e P'„. 
Si ha Infatti: 

(„_I)J(„-])t^.(„_2)!] = nCn-l)!-(»-l)lM't-lK«-2)t = n!, 



P.= (n-lXP,., + P„_,). 

Sottraendo ora da questa la (3), si ricava 

P'„ = («-1)(P'„,, + PV,). 

Lo formole precedenti mostrano che ogni tiamoro P„ può scomporsi nella 
somma di dae altri P'„ e P", godenti una medesima proprietà da esso posse- 
data; e, cioè, ogni termine delle successioni 

Pi , P» - Pa » P* . Pj , . . . - 

P', , P', , P', , P\ , P's ..... 

Pi" , Pf" > Pi" . P"< . P." . . . . . 



è Qgaale alla somma dei due precedeoti, moltiplicata per II numero dei termini 
cfae lo precedono. 

TOL. ZLIII. 48 



e b, Google 



)( 378 )! ' 
6. La proprietà cogiilu espressa dalla formola 

per le P'„ e P„" si cambia nello seguenti: 

/ P'_ = i»P'-_) - 1 , por » pari / P"^ = "P"« i + l P^^ " P*''i 

( P'„ = "P'„_i + 1 1 per n dispari ( P' „ = nP"n-i ' * P*"" " <ìi8pari. 

È facile verificare o dimostrare vere le [z) e (^) per i primi valori di n, ed 
ammeSBo ch'esse sieno vere sino nd n — 1 , passeremo a dimostrarle [tali anche 
qaando da n — 1 si passa ad^n. 

Per n pari s'avrebbe per la 2' delle (P) 

?"„_, = (»-l)P"„_,-l ; 

d' altra parte, la (3) darebbe 

P"„ = {« - 1)P"„., I (« - 1JP\^ , 

e sostltnendo in questa il valore di (n — l,iP"„_, , che se ne ricava dalla l*,'B'ot- 
terrebbe 

P"„ = nP„..i + 1. 

Se si fosse supposto n dispari, si sarebbe ricavata vera l'altra 

P"„ = nP"„_i - 1 

ed analogamente si sarebbe proceduto per dimostrare le (a). 

Taranto, J905. 
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NUOVA DIMOSTRAZIONE DI UN TEOREMA SULLE CONGRUENZE 



VINCENZO O'ESCAMARD 



EsBondo p an numero 'primo, le fanziODJ Bimmetriohe fondamentali c^ , c„...,c^,_, 
del nameri l,ì,3,...,p — 1 sodo tallo ^ (mod. p). 
Consideriamo 11 polinomio: 

f{x) = (« + l)(x + 2) . . . (a: + p - 1) = a;»^» + c,a!^» + CjxP"» + . . . + c,.^ + «p.t ; 

la congruenza A3^)^0 (mod. p) ba evidentemente lep— 1 radici 1,2,3,. ..,p — l 
e quindi, cUiamaodo k nno qoalnnqne di questi numeri, è: 

Cifc"-' + CjfcP-» + . . . + c^^ + Cp„, = dui» - fc*"' 

donde, pel teorema dì Format: 

Cik"* + C^' + . . . + Cp.jfc + Cp.,*= ft»p - 1 
e quindi, ponendo snccesBlvamente k = l ,2,Z,...;P~l: 

1 e, ■2'^ + e, •2''-*+ ... + Cp_,-2 + c^i =ft,p-l 

l c.(p:-l)''-» + c,(p-ir>+... + Cp_,(p-l)+«^i = *»-W»-»- 

Da questo sistema al ricavano 'per e, , e,', . . . , c,^ valori = e per c^., 
un valore = — l'i la prima pane;; dimostra il teorema, r|altra dà il teorema 
di Wilson. 

Il denomiDatore comuno|_doi valori delle e è,*a parte il. segno, "Il determi- 
nante di Vfander m^ondej 

(2-l)(3-2KS-lX'l-3)(4-2)(4- 1) ... (p - 1 - p^Xp - l -J^A) ... (p - 1 - 1). 
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li nuracnitoro di Cj,,, 6, sempre a parte il segno: 

h,p - l l 1» ... 1»^» 

htp-l 2 2» ... 2''-' 



Ora, dovendo casoie 



(p-l)'. . . (p-l)> 



'.Hp-1>. 



intero e quindi imcho -=- ma certo 



p non si può ridurre coi ruttori di D dunque vr- = ini, = ni o Cp_, = mp - 1. 
Se si tratta di c^ con r <p - 1 il numeratore è, a pane il segno : 



l 1 


1= 




. . 1'-'- 




*,p-l 


iP-r 




. . l»"-' 




1 2 


•2- 




. . 2' — 




*,p-l 


2»-r 




. . 21" 




1 p-1 


(/■ 


- D* . 


■■(P- 


)'— 


■ ViP- 


(P- 


ir- . 


..(p- 


1)'- 



e nello sviluppo di questo deierminantc possiamo evidenlenienic tralasciare quella 
parte clic viene dal prendere In li» verticale parziale neiln {p — r)"' verticale, 
perclié quella parte è nulla, L'altru parte ii multipla di }) cioè è ~K^p e ragio- 

nando come sopra si vede ohe i:^ = -j— = nrp. 
Nnpoli 1905. 
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